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Quando o tema e´ geometria na˜o euclidiana, logo nos vem a` mente o modelo
de geometria criado a partir da negac¸a˜o do quinto postulado de Euclides. Neste tra-
balho apresentamos uma situac¸a˜o diferente, um modelo pouco conhecido chamado de
geometria de Galileu, devido sua origem ser a mecaˆnica estudada por Galileu Galilei.
A proposta desta dissertac¸a˜o e´ desenvolver um referencial teo´rico trac¸ando um paralelo
com a geometria euclidiana e elaborar uma se´rie de atividades para serem aplicadas
em sala de aula, envolvendo as propriedades e as transformac¸o˜es comuns e na˜o comuns
nos dois modelos.





When the subject is non-Euclidean geometry, immediately comes to mind
the geometric model created from the negation of the fifth postulate of Euclid. We
present a different situation, a less known model called the Galilean geometry due
to its origin in the mechanical studies of Galileo Galilei. The aim of this work is to
establish the theoretical framework drawing a parallel with Euclidean geometry and
the development of a series of activities to be implemented in the classroom, involving
the properties and common and uncommon changes in both geometrical models.
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Introduc¸a˜o
Neste trabalho estudaremos a geometria associada ao princ´ıpio da relati-
vidade de Galileu Galilei(1564-1642). Esta geometria plana na˜o euclidiana ou semi-
euclidiana teve seu estudo aprofundado a partir de 1950 pelos geoˆmetras N. Kuiper,
K. Strubecker e N. M. Makarova [17].
O estudo de geometrias na˜o euclidianas reforc¸a o ensino da geometria eucli-
diana. E´ o que mostram algumas pesquisas, como as apresentadas por CAVICHIOLO
em [7] e por PATAKI em [14]. Desta forma, estas geometrias podem desempenhar um
papel maior do que o de uma simples curiosidade matema´tica. De acordo com os PCN
(Paraˆmetros Curriculares Nacionais):
Uma instaˆncia importante de mudanc¸a de paradigma ocor-
reu quando se superou a visa˜o de uma u´nica geometria do
real, a geometria euclidiana, para aceitac¸a˜o de uma plurali-
dade de modelos geome´tricos, logicamente consistentes, que
podem modelar a realidade do espac¸o f´ısico([5], p.25).
Os Paraˆmetros Curriculares Nacionais permitem estabelecer conexo˜es en-
tre temas matema´ticos de diferentes campos ([5], p.48). Assim como a geometria
anal´ıtica, a geometria de Galileu pode ser desenvolvida num sistema de coordenadas,
em concordaˆncia com os PCN ([5], p.72), que sugere a interpretac¸a˜o, a partir de si-
tuac¸o˜es-problema, da posic¸a˜o de pontos e de seus deslocamentos no plano, pelo estudo
das representac¸o˜es em um sistema de coordenadas cartesianas.
De acordo com os PCNEM (Paraˆmetros Curriculares Nacionais para o En-
sino Me´dio)[6], o estudo da geometria esta´ proposto em quatro unidades tema´ticas:
geometrias plana, espacial, me´trica e anal´ıtica. Segundo os PCNEM-Cieˆncias da Na-
tureza, Matema´tica e suas Tecnologias:
As habilidades de visualizac¸a˜o, desenho, argumentac¸a˜o
lo´gica e de aplicac¸a˜o na busca de soluc¸o˜es para problemas
podem ser desenvolvidas com um trabalho adequado de Ge-
ometria, para que o aluno possa usar as formas e proprie-
dades geome´tricas na representac¸a˜o e visualizac¸a˜o de partes
do mundo que o cerca. ([6],p.44)
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Em determinadas situac¸o˜es, a geometria euclidiana pode na˜o ser a mais adequada, na˜o
havendo restric¸o˜es quanto a` possibilidade do estudo de outros modelos de geometrias
que propiciem uma melhor compreensa˜o de uma determinada propriedade geome´trica.
Quando falamos de geometria euclidiana, nos referimos a` geometria de Eu-
clides (300 A.C.). Sabe-se pouco sobre a sua vida [4], tudo indica que ele tenha sido o
criador de uma escola de matema´tica de Alexandria. Embora Euclides fosse autor de
pelo menos dez trabalhos [9], sua fama repousa sobre os seus Elementos. Esta obra e´
composta de 465 proposic¸o˜es distribu´ıdas em treze livros. A geometria euclidiana esta´
alicerc¸ada em um conjunto de termos indefinidos e dos postulados de incideˆncia, ordem,
congrueˆncia e um postulado das paralelas. Este u´ltimo gerou desconfianc¸a quanto a`
sua impossibilidade de prova.
O estudo de geometrias na˜o euclidianas iniciou-se de forma independente por
interme´dio de C. F. Gauss(1777-1855), N. I. Lobachevsky(1793-1856) e J. Bolyai(1802-
1860), quando estes suspeitaram que o postulado das paralelas e´ independente dos
outros quatro postulados de Euclides e, por isso, na˜o pode ser deduzido dos demais [9].
Diferentemente, a geometria de Galileu tem sua origem relacionada ao es-
tudo da mecaˆnica, admite o postulado da paralela como um dos seus axiomas e e´
considerada na˜o euclidiana devido ao fato de na˜o se medir distaˆncias como na geome-
tria de Euclides.
A geometria de Galileu e´ desenvolvida no sistema de coordenadas cartesi-
anas ortogonais xOy, onde a abscissa x e´ a coordenada temporal e a ordenada y a
espacial.
De acordo com F. Klein(1849-1925), geometria e´ o estudo das propriedades







= vx+ y + b,
em que a e b sa˜o as coordenadas da origem no sistema x′O′y′, que permitem passar de
um referencial inercial para outro referencial inercial com velocidade v, sa˜o isometrias
desta geometria.
Segundo a orientac¸a˜o do regimento do PROFMAT, a dissertac¸a˜o de mes-
trado versa sobre temas espec´ıficos pertinentes ao curr´ıculo de Matema´tica do Ensino
Ba´sico e que tenham impacto na pra´tica dida´tica em sala de aula, desta forma, o ob-
jetivo deste trabalho e´ desenvolver um referencial teo´rico e elaborar uma sequeˆncia de
atividades que visam relacionar os conceitos envolvidos nas geometrias euclidiana e ga-
lileana, que possam ser aplicadas juntamente com os conteu´dos propostos no curr´ıculo
de matema´tica.
Esta dissertac¸a˜o esta´ estruturada em seis cap´ıtulos da seguinte forma: O
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cap´ıtulo 1 fornece os requisitos necessa´rios para o desenvolvimento do trabalho. Traz
conceitos da geometria de transformac¸a˜o que podem ser aprofundados em [3], [12],
[13] e [19]. O cap´ıtulo 2 faz a conexa˜o entre a Mecaˆnica e a Geometria, apresentando
as definic¸o˜es de distaˆncia e aˆngulo na geometria galileana. O cap´ıtulo 3 apresenta os
casos de congrueˆncia e semelhanc¸a de triaˆngulos na geometria de Galileu. O cap´ıtulo
4 estuda elementos e propriedades da circunfereˆncia e do ciclo galileano. O quinto
cap´ıtulo mostra de forma anal´ıtica a poteˆncia de um ponto e a inversa˜o em relac¸a˜o a
uma circunfereˆncia e a um ciclo.
No cap´ıtulo 6, seguindo a metodologia de resoluc¸a˜o de problemas, sa˜o pro-
postas va´rias atividades relacionando as propriedades e as transformac¸o˜es nas duas
geometrias. Para finalizar o cap´ıtulo, apresentamos sugesto˜es de como o professor deve






Neste cap´ıtulo sera˜o apresentados alguns conceitos geome´tricos que servira˜o
de pre´-requisitos para o desenvolvimento do trabalho. Estes podera˜o ser aprofundados
em [3], [12], [13] e [19]. Na pro´xima sec¸a˜o, Π representa o plano euclidiano 1 e as
transformac¸o˜es consideradas se restringira˜o a` geometria euclidiana.
1.1 Transformac¸a˜o no plano euclidiano
Definic¸a˜o 1.1. Uma Transformac¸a˜o geome´trica T : Π→ Π e´ uma aplicac¸a˜o biun´ıvoca
que associa cada ponto X ∈ Π a um ponto X ′ ∈ Π tal que T (X) = X ′.
 
 
Figura 1.1: Transformac¸a˜o no plano.
Quando o ponto X e sua imagem T (X) coincidem, o ponto X e´ chamado
de ponto fixo da transformac¸a˜o. Uma transformac¸a˜o do plano que leva cada ponto X
em si pro´prio e´ chamada de transformac¸a˜o identidade (I).
1Um plano euclidiano e´ um objeto no qual valem os axiomas da geometria euclidiana plana. Ver
[2]
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Uma figura F e´ invariante por uma transformac¸a˜o T , se coincide com sua
imagem, isto e´, se F = T (F ). Uma figura na˜o necessita ter todos os seus pontos
fixos para ser invariante sob uma transformac¸a˜o T , por exemplo, uma circunfereˆncia




Os exemplos de transformac¸o˜es no plano euclidiano que sera˜o apresentados
no que segue sa˜o as isometrias, a homotetia e a inversa˜o na circunfereˆncia.
1.1.1 Isometrias
Definic¸a˜o 1.2. Uma isometria e´ uma transformac¸a˜o que preserva distaˆncia.
E´ poss´ıvel provar que as u´nicas isometrias do plano euclidiano sa˜o: identi-
dade, reflexa˜o, rotac¸a˜o, translac¸a˜o e reflexa˜o com deslizamento [13].
Reflexa˜o em torno de uma reta
Seja l uma reta no plano Π. A reflexa˜o em relac¸a˜o a` reta l e´ a aplicac¸a˜o
Rl : Π→ Π assim definida: Rl(X) = X para todo X ∈ l e, para X /∈ l, Rl(X) = X ′ e´
tal que l seja a mediatriz do segmento XX ′.
6
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Figura 1.3: Reflexa˜o em torno de l.
Translac¸a˜o
Sejam A e B pontos distintos do plano Π. A translac¸a˜o TAB : Π → Π e´ a
aplicac¸a˜o assim definida: dado X ∈ Π, sua imagem X ′ = TAB(X) e´ o quarto ve´rtice do
paralelogramo que tem AB e AX como lados. Se X pertence a` reta l que conte´m AB
enta˜o a sua imagem X ′ esta´ em l e e´ tal que AX ∼= BX ′ e AB ∼= XX ′. Deste modo,
a translac¸a˜o leva cada ponto do plano a uma distaˆncia AB, no sentido e na direc¸a˜o de
A para B. Dizemos que cada ponto do plano e´ transladado pelo vetor
−→
AB. Para cada


















E´ essencial levar em conta a ordem em que os pontos A e B sa˜o mencionados.








. Dizemos que Tv e´ a translac¸a˜o sob
o vetor v .
Rotac¸a˜o
Sejam O um ponto do plano Π e α um aˆngulo orientado dado. A rotac¸a˜o
de α em torno de O e´ a aplicac¸a˜o ρO,α : Π → Π assim definida: ρO,α(O) = O e, para
7
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todo X 6= O em Π, ρO,α(X) = X ′ e´ o ponto do plano Π tal que d(X,O) = d(X ′, O) e
∠XOX ′ = α, em que a orientac¸a˜o de ∠XOX ′ e´ a mesma de α.
 
 




AB um vetor na˜o nulo e l uma reta paralela a v no plano Π.
A reflexa˜o com deslizamento, determinada pelo vetor v e pela reta l e´ a isometria












Figura 1.6: Reflexa˜o com deslizamento.
A pro´xima definic¸a˜o leva a` separac¸a˜o das isometrias de Π em dois conjuntos
disjuntos.
Definic¸a˜o 1.3 (Movimento). Um movimento no plano Π e´ uma colec¸a˜o de isometrias
Mt : Π → Π, uma para cada nu´mero real t ∈ [0, 1], tal que M0 e´ a identidade e, para
cada ponto P ∈ Π o ponto Mt(P ) varia continuamente em func¸a˜o de t, para t ∈ [0, 1].
M1(P ) e´ a posic¸a˜o final de P .
Uma isometria T : Π→ Π e´ dita pro´pria se existe um movimento Mt : Π→
Π, 0 ≤ t ≤ 1, tal que T = M1. Ou seja, quando T e´ a etapa final deste movimento.
Uma isometria que na˜o e´ pro´pria e´ impro´pria e sa˜o dois conjuntos de isometrias no
8
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plano. A Identidade, a translac¸a˜o e a rotac¸a˜o sa˜o isometrias pro´prias. A reflexa˜o em
torno de uma reta e a reflexa˜o com deslizamento sa˜o isometrias impro´prias.
Neste trabalho estamos interessados apenas nas isometrias pro´prias.
Definic¸a˜o 1.4 (Congrueˆncia). Duas figuras F e F ′ de um plano sa˜o congruentes se
F ′ e´ a imagem de F por uma isometria.
 
 
Figura 1.7: F e F ′ sa˜o congruentes.
Segue desta definic¸a˜o que figuras congruentes diferem umas das outras so-
mente pela posic¸a˜o que ocupam, mas na˜o na forma, ale´m disso, figuras congruentes
compartilham das mesmas propriedades.
1.1.2 Homotetia
Definic¸a˜o 1.5 (Homotetia). Sejam k 6= 0 um nu´mero real e O um ponto do plano Π.
A Homotetia HO,k : Π→ Π com centro O e raza˜o k e´ a transformac¸a˜o do plano que a
















OX ′ e, assim, X ′ = O.
Se k > 0, X ′ esta´ na semirreta
−→
OX, a homotetia chama-se direta.
Se k < 0, X ′ esta´ na semirreta oposta a` semirreta de origem O que passa por X, a
homotetia chama-se inversa.
Se k = 1 enta˜o X = X ′ e a homotetia e´ a transformac¸a˜o identidade.
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1.2 Coordenadas
No se´culo XVII os matema´ticos franceses R. DESCARTES (1596-1650) e
P. FERMAT (1601-1665) mostraram que a geometria Euclidiana poderia ser estudada
introduzindo de um sistema de coordenadas no plano. Assim, cada ponto do plano e´
um par de nu´meros reais (x, y), suas coordenadas.
A distaˆncia euclidiana entre dois pontos A1(x1, y1) e A2(x2, y2) num sistema
de coordenadas ortogonais 2 e´ dada por
d(A1, A2) =
√






















(a) Distância (b) Circunferência 
𝑨𝟏(𝒙𝟏,𝒚𝟏) 
Figura 1.9: (a)Distaˆncia (b) Circunfereˆncia.
O conjunto dos pontos M que esta˜o a uma distaˆncia constante r de um
ponto fixo Q(a, b) e´ uma circunfereˆncia Γ com centro Q e raio r, que corresponde ao
conjunto de pares de nu´meros (x, y) tais que√
(x− a)2 + (y − b)2 = r (1.2a)
(x− a)2 + (y − b)2 = r2 (1.2b)
x2 + y2 + 2px+ 2qy + f = 0 (1.2c)
onde
p = −a, q = −b, f = a2 + b2 − r2.
Uma reta l corresponde a um conjunto de pontos cujas coordenadas (x, y)
2Um sistema de refereˆncia ortogonal em Π e´ definido por um ponto O ∈ Π e duas retas perpendi-
culares que passam por O.
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satisfazem a equac¸a˜o
ax+ by + c = 0. (1.3)
Se b = 0 e a 6= 0, temos x = − c
a
, que representa uma reta paralela a Oy.
Se a = 0 e b 6= 0, temos y = −c
b
, que representa uma reta paralela a Ox.
Para b 6= 0, podemos escrever (1.3) na forma
y = kx+ s. (1.4)




= k, em que M ∈ l, P ∈ Ox, Q ∈ l ∩Ox e PM⊥QP .
A escolha do sistema de coordenadas em Π determina as coordenadas de
um ponto A ∈ Π. Na pro´xima subsec¸a˜o, analisaremos a relac¸a˜o existente entre as
coordenadas de um ponto em sistemas de refereˆncias distintos.
1.2.1 Mudanc¸a do sistema de coordenadas
Um sistema de coordenadas no plano nada mais e´ do que uma forma conve-
niente de associar pontos do plano a pares de nu´meros reais. Sendo assim, as proprie-
dades geome´tricas relevantes que caracterizam um determinado objeto, na˜o podem ser
alteradas por uma mudanc¸a de coordenadas.
Usaremos aqui a convenc¸a˜o, muito usada, que restringe os sistemas orto-
gonais de coordenadas aos sistemas de orientac¸a˜o positiva. Diremos que um sistema




rotac¸a˜o que leva o eixo das abscissas sobre o eixo das ordenadas e´ orientado no sentido
anti-hora´rio.
Seja A um ponto de Π de coordenadas (x, y) em um sistema xOy e com
coordenadas (x′, y′) no sistema x′O′y′. Suponha que a origem O do sistema xOy tenha
coordenadas (a, b) no sistema x′O′y′. Seja o aˆngulo ∠xCx′ = α, α ∈ [0, pi
2
] onde C e´ o
ponto de intersec¸a˜o entre Ox e O′x′. Conforme ilustra a figura 1.10.
11
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Figura 1.10: Mudanc¸a de coordenadas de um ponto.
Sejam ∠AOx = θ e r = OA tal que{
x = r cos θ
y = r sen θ.
Considere o sistema x1Oy1, tal que Ox1 ‖ Ox′, Oy1 ‖ Oy′ e ∠x1OA = θ − α. Assim
em x1Oy1 temos
x1 = r cos(θ − α) = r cos θ cosα + r sen θsenα = x cosα + y senα,
mas, de acordo com a figura 1.10,
x′ = x1 + a,
portanto
x′ = x cosα + y senα + a.
Da mesma forma
y1 = r sen (θ − α) = r sen θ cosα− r senα cos θ = y cosα− x senα.
Mas y′ = y1 + b, portanto
y′ = −x senα + y cosα + b.
12
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Conclu´ımos que {
x′ = x cosα + y senα + a
y′ = −x senα + y cosα + b (1.5)
determinam as coordenadas x′ e y′ de A no referencial x′O′y′ em func¸a˜o das coordenas
x e y de A no referencial xOy .
Podemos inverter as equac¸o˜es (1.5) para escrever as coordenadas x e y em
func¸a˜o das novas coordenadas x′ e y′. Da segunda equac¸a˜o (1.5) temos
y =









que substitu´ıdo na primeira equac¸a˜o (1.5), fornece
x = (x′ − a) cosα− (y′ − b)senα.
Com o mesmo racioc´ınio obtemos
y = (y′ − b) cosα + (x′ − a)senα.
Portanto, as equac¸o˜es{
x = (x′ − a) cosα− (y′ − b) senα
y = (y′ − b) cosα + (x′ − a) senα, (1.6)






sendo tratado separadamente a partir de (1.5).
As equac¸o˜es (1.6) podem ser escritas da mesma forma que (1.5):{
x = x′ cosα + y′ senα + a
y = −x′ senα + y′ cosα + b. (1.7)
Basta considerar x′O′y′ como o sistema antigo e xOy como o novo. Assim, a e b sera˜o
as coordenadas do centro O′ em xOy e α = ∠x′Cx = −α.
Pelo fato de preservarem distaˆncia e aˆngulo, qualquer isometria T trans-
forma o plano Π munido de um sistema de coordenadas ortogonais (Π, xOy), num
plano Π′, tambe´m munido de um sistema ortogonal x′O′y′ em que O′, x′ e y′ sa˜o as
imagens respectivas de O, x e y sob T . Desta forma, um ponto A de (Π, xOy) e´
transformado por T no ponto A′ = T (A), cujas coordenadas no sistema x′O′y′ sa˜o as
mesmas coordenadas de A no sistema xOy. Ver figura 1.11.
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𝑻 







Figura 1.11: As coordenadas de A′ = T (A) em x′O′y′ sa˜o iguais a`s coordenadas de A
em xOy.
De acordo com a ana´lise feita anteriormente, podemos enta˜o afirmar que, se
fixarmos o sistema de eixos ortogonais xOy, uma isometria T do plano Π transforma o
ponto A(x, y) no ponto T (A) = A′ = (x′, y′), cujas coordenadas, neste mesmo sistema
xOy sa˜o dadas pelas equac¸o˜es (1.5){
x′ = x cosα + y senα + a
y′ = −x senα + y cosα + b,













Figura 1.12: Coordenadas de A′ em xOy.
Sendo assim, devemos poder mostrar que a transformac¸a˜o no plano que
relaciona (x, y) e (x′, y′) por meio das equac¸o˜es (1.7) e´ uma isometria no plano. E´ o
que analisaremos na sec¸a˜o seguinte.
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1.3 Invariaˆncia sob as equac¸o˜es do tipo (1.7)
Proposic¸a˜o 1.1. A distaˆncia d entre dois pontos e´ invariante sob a transformac¸a˜o
(1.7).
Demonstrac¸a˜o 1.1. Sejam (x1, y1) e (x2, y2) as respectivas coordenadas dos pontos
A1 e A2 no sistema xOy. A distaˆncia entre A1 e A2 e´ dada por
d(A1, A2) =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.




x′1 = x1 cosα + y1 senα + a




x′2 = x2 cosα + y2 senα + a
y′2 = −x2 senα + y2 cosα + b.
Assim d′ = d′(A1, A2) em x′O′y e´ obtido por
d2 = (x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2
= [(x1 cosα + y1 senα + a)− (x2 cosα + y2 senα + a)]2 +
+ [(−x1 senα + y1 cosα + b)− (−x2 senα + y2 cosα + b)]2.
Logo
(x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2 = (x1 − x2)2(cos2 α + sen 2α) + (y1 − y2)2(cos2 α + sen 2α).
Enta˜o
d′2(A1, A2) = (x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2 = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = d2(A1, A2).

1.3.1 Invariaˆncia da circunfereˆncia
A equac¸a˜o de uma circunfereˆncia e´, nada mais, do que a expressa˜o da
distaˆncia de um ponto (x, y) a um ponto fixo. Para mostrarmos a invariaˆncia da
circunfereˆncia Γ, considere a equac¸a˜o (1.2c).
No sistema de coordenadas xOy, temos
x2 + y2 + 2px+ 2qy + f = 0,
15
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onde p = −a, q = −b e f = a2 + b2 − r2. Vamos utilizar as fo´rmulas (1.7)(p.13) para
escreveˆ-la no sistema x′O′y′. Segue que
x′2 + y′2 + 2p′x′ + 2q′y′ + f ′ = 0
e´ a equac¸a˜o da circunfereˆncia, onde
p′ = a cosα− b senα + p cosα− q senα,
q′ = a senα + b cosα + p senα + q cosα,
f ′ = a2 + b
2
+ 2pa+ 2qb+ f.
Note que
p′ = a cosα− b senα + p cosα− q senα 6= p
e
q′ = a senα + b cosα + p senα + q cosα 6= q.
Portanto p e q na˜o sa˜o invariantes. Agora p2 + q2 − f e´ invariante, pois
p′2 + q′2 − f ′ = [a cosα− b senα + p cosα− q senα]2
+ [a senα + b cosα + p senα + q cosα]2
− (a2 + b2 + 2pa+ 2qb+ f)
= p2 + q2 − f.
Isso era esperado, ja´ que p2 + q2 − f = r2, em que r e´ o raio da circunfereˆncia Γ.
1.3.2 Invariaˆncia da reta
Seja l uma reta de equac¸a˜o ax + by + c = 0 no sistema xOy. No sistema
x′O′y′, utilizando (1.7)(p.13), esta equac¸a˜o se escreve como
a′x′ + b′x′ + c′ = 0,
em que
a′ = a cosα− bsenα,
b′ = asenα + b cosα,
c′ = aa+ bb+ c.
Portanto, a reta l no sistema xOy e´ transformada numa reta l′ no sistema x′O′y′.
Definic¸a˜o 1.6 (Paralelismo). Duas retas l1 : a1x+b1y+c1 = 0 e l2 : a2x+b2y+c2 = 0
sa˜o ditas paralelas, l1 ‖ l2, se c1 6= c2 e (a1, b1) = t(a2, b2), para algum t ∈ R∗.
16
Cap´ıtulo 1. Conceitos preliminares
Proposic¸a˜o 1.2. O paralelismo entre retas e´ invariante sob a transformac¸a˜o (1.7) .
Demonstrac¸a˜o 1.2. Sejam l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 e l2 : a2x+ b2y + c2 = 0 duas retas
paralelas no sistema xOy. Logo c1 6= c2 e a1 = ta2 e b1 = tb2, com t ∈ R∗. No sistema
x′O′y′ temos que
a′1 = a1 cosα− b1senα
e
a′2 = a2 cosα− b2senα.
Logo
a′1 = ta2 cosα− tb2senα
= ta′2.




onde c′1 = a1a+ b1b+ c1 e c
′
2 = a2a+ b2b+ c2. 
Definic¸a˜o 1.7. Duas retas l1 : a1x + b1y + c1 = 0 e l2 : a2x + b2y + c2 = 0 sa˜o ditas
concorrentes quando possuem um ponto em comum.
Se as retas l1 e l2 na˜o sa˜o retas paralelas ao eixo Oy, enta˜o a equac¸a˜o (1.3)
pode ser escrita na forma l1 : y = k1x + s1 e l2 : y = k2x + s2. Temos que duas retas
sa˜o concorrentes em um ponto P , se k1 6= k2. Sejam ϕ1 e ϕ2 os aˆngulos que estas retas
fazem com Ox e θ o aˆngulo formado entre elas.Ver figura 1.13.
 
 
Figura 1.13: Aˆngulo entre retas.
Note que θ = ϕ1 − ϕ2, k1 = tanϕ1 e k2 = tanϕ2. Logo temos
tan θ = tan(ϕ1 − ϕ2) = tanϕ1 − tanϕ2






Cap´ıtulo 1. Conceitos preliminares
Proposic¸a˜o 1.3. O aˆngulo entre duas retas concorrentes e´ invariante sob a trans-
formac¸a˜o (1.7).
Demonstrac¸a˜o 1.3. Sejam l1 : a1x+ b1y + c1 = 0 e l2 : a2x+ b2y + c2 = 0 duas retas
concorrentes no sistema xOy e θ = δl1l2 o aˆngulo entre l1 e l2. Assim
cos θ =





No sistema x′O′y′ pela transformac¸a˜o (1.7) temos que
a′1 = a1 cosα− b1senα e b′1 = a1senα + b1 cosα
e
a′2 = a2 cosα− b2senα e b′2 = a2senα + b2 cosα.
Segue enta˜o que



















Quando o aˆngulo entre duas retas l2 e l1 e´ nulo, estas retas coincidem ou sa˜o
paralelas. Assim, e´ poss´ıvel estabelecer a distaˆncia entre elas. Sejam l1 : y = k1x + s1
e l2 : y = k2x + s2 duas retas paralelas, S1 = (0, s1) e S2 = (0, s2) os pontos onde l1 e
l2 intersectam Oy e ϕ o aˆngulo que estas retas fazem com Ox.
3Para definic¸a˜o de produto escalar e o valor do aˆngulo θ entre dois vetores no plano, veja [8] .
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Figura 1.14: Distaˆncia entre retas.
Seja P ∈ l2 o pe´ da perpendicular a l2 baixada de S1; desta forma S1P
representa a distaˆncia entre l2 e l1. No triaˆngulo retaˆngulo 4S2S1P temos
cosϕ =
S1P
|s1 − s2| ⇒ S1P = cosϕ|s1 − s2|










ja´ que k = tanϕ.
Como a transformac¸a˜o (1.7) preserva o paralelismo entre retas e a distaˆncia
entre dois pontos, segue que a distaˆncia entre duas retas e´ invariante.
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Geometria de Galileu - distaˆncia e
aˆngulo
2.1 Conexa˜o entre geometria e mecaˆnica
Vimos que a transformac¸a˜o de coordenadas mais geral entre um sistema
ortogonal xOy e um sistema ortogonal x′O′y′ e´ do tipo (1.5)
x′ = x cosα + y senα + a
y′ = y cosα− x senα + b,
em que (a, b) sa˜o as coordenadas de O′ no sistema xOy.
Como consequeˆncia, a transformac¸a˜o acima preserva a distaˆncia entre dois
pontos do plano euclidiano, ja´ que ela so´ afeta a forma como esses pontos sa˜o observa-
dos.
No mundo f´ısico, no entanto, um objeto e´ determinado pelas suas coorde-
nadas espaciais e pelo tempo. Devemos enta˜o acrescentar a coordenada temporal ao
nosso sistema de refereˆncia.
A relac¸a˜o entre sistemas de coordenadas distintos e´ estabelecida pelo princ´ıpio
fundamental da mecaˆnica, o princ´ıpio de Galileu: As leis ba´sicas da f´ısica sa˜o ideˆnticas
em todos os sistemas de refereˆncia que se movem com velocidade uniforme uns em
relac¸a˜o aos outros[11]. Assim, para que as mesmas leis da f´ısica sejam va´lidas em dois
sistemas de coordenadas, estes devem se distinguir por um movimento uniforme. Segue
enta˜o que o vetor
−→
OO′ deve poder ser expresso como
−→
OO′= ~v t+ (a, b) = (v t cos β + a, v t sen β + b),
em que ~v = (v cos, v sen β) e´ a velocidade constante relativa entre os sistemas, β e´ o
aˆngulo formado entre ~v e a direc¸a˜o O′x′ e a e b sa˜o as coordenadas de O no sistema
20
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x′O′y′ no instante t = 0. Conforme ilustra a figura 2.1.
 
 
Figura 2.1: Origem O se movendo com velocidade v.
Como a diferenc¸a temporal entre dois eventos na˜o pode ser afetada pela
forma como e´ observado um sistema, a coordenada temporal deve seguir a lei de trans-
formac¸a˜o
t′ = t+ d,
em que d e´ constante.
Sendo assim, a expressa˜o matema´tica do princ´ıpio de Galileu que estabelece
a relac¸a˜o entre dois referenciais inerciais 1 e´ dada pelas transformac¸o˜es

x′ = x cosα + y senα + a+ v cos β t
y′ = −x senα + y cosα + b+ v senβ t
t′ = t+ d.
(2.1)
Estas sa˜o chamadas de transformac¸o˜es de Galileu do espac¸o-tempo.
2.1.1 Transformac¸a˜o de Galileu para o movimento retil´ıneo
No movimento retil´ıneo, consideramos o ponto A = A(x) se movendo ao
longo de uma reta fixa r. Assim a origem O do sistema de refereˆncia inercial Ox se
1Referencial Inercial e´ um sistema de refereˆncia na˜o acelerado, isto e´, um sistema onde e´ va´lida a
Lei da Ine´rcia (Primeira Lei de Newton). [11]
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move com velocidade constante ~v em relac¸a˜o a O′. Isto e´, no instante t, a coordenada
a(t) do ponto em movimento O em relac¸a˜o ao sistema O′x′ e´ dada por
a(t) = a0 + vt,
onde t e´ o tempo e a0 e´ a coordenada de O em O





𝑶(𝒂(𝒕   𝑶′ 
r 
Figura 2.2: Origem O se movendo com velocidade v em relac¸a˜o a O′.
Portanto um ponto A de coordenada x em Ox, tera´ como coordenada em
O′x′
x′ = x+ a(t),
de onde segue enta˜o que
x′ = x+ vt+ a0.
Acrescentando-se a relac¸a˜o
t′ = t+ d
que descreve uma mudanc¸a no tempo de origem, chegamos a`s equac¸o˜es{
x′ = x+ vt+ a0
t′ = t+ d.
(2.2)
Estas equac¸o˜es sa˜o chamadas de transformac¸o˜es de Galileu para o movimento retil´ıneo.
2.1.2 A geometria do princ´ıpio de Galileu
Se as equac¸o˜es (2.2) sa˜o as equac¸o˜es que nos permitem passar de um referen-
cial inercial para outro, verificaremos quais propriedades geome´tricas sa˜o preservadas
pelas transformac¸o˜es de Galileu para descobrir a geometria associada a ela. Para tal,
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cria-se um modelo cartesiano desta geometria, denominada geometria de Galileu. A
geometria de Galileu obedece os axiomas de Hilbert de incideˆncia e de ordem, ale´m
do axioma das paralelas. Desta forma, as retas do modelo cartesiano da geometria
de Galileu teˆm expresso˜es similares a`s expresso˜es assumidas no modelo cartesiano da
geometria euclidiana.
O estudo da geometria de Galileu e´ realizado comparando-se suas proprie-
dades com as propriedades da geometria euclidiana. Por simplicidade, assim como na
geometria euclidiana, utilizaremos as coordenadas x e y para o plano de Galileu, onde
o y representara´ a coordenada espacial de um ponto A da reta r e x denotara´ uma
coordenada temporal. Desta forma, no plano xOy de Galileu [17], estamos interessados







= vx+ y + b.
(2.3)
A transformac¸a˜o de Galileu (2.3) e´ composta por duas transformac¸o˜es:
(i) o cisalhamento {
x1 = x
y1 = vx+ y,
(2.4)
descreve o movimento uniforme, com velocidade v, da origem O1 do sistema em movi-
mento Oy1 ao longo de uma reta r. Este cisalhamento deixa todos os pontos do eixo Oy
fixos e as retas paralelas ao eixo Oy invariantes. Um cisalhamento C e´ uma aplicac¸a˜o






2) implica (x1, v x1 + y1) = (x2, v x2 + y2) o que implica
em (x1, y1) = (x2, y2). Logo, um cisalhamento e´ uma bijec¸a˜o do plano.
(ii) a translac¸a˜o {
x′ = x1 + a
y′ = y1 + b,
(2.5)
descreve o deslocamento de O1 para O
′.
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Figura 2.3: Composic¸a˜o que forma a transformac¸a˜o de Galileu.
Para mostrar a invariaˆncia de algumas propriedades na geometria de Gali-
leu, a`s vezes, e´ suficiente mostrar a ac¸a˜o do cisalhamento (2.4) se a invariaˆncia sob a
translac¸a˜o (2.5) e´ imediata. Como exemplo mostraremos treˆs propriedades fundamen-
tais.
Proposic¸a˜o 2.1. As transformac¸o˜es (2.3) levam retas em retas.
Demonstrac¸a˜o 2.1. De acordo com o que vimos no cap´ıtulo 1, uma translac¸a˜o leva
retas em retas. Logo, basta mostrar que esta propriedade vale para o cisalhamento.
Segue da definic¸a˜o de cisalhamento que cada reta paralela a Oy e´ levada em si pro´pria.
Sejam A um ponto da reta r que passa pela origem O e A′ a imagem de A por (2.4).
Denotemos a reta OA′ por r′, os pontos onde a reta m ‖ Oy intersecta r e r′ por M e


















Figura 2.4: O cisalhamento leva reta em reta.









































M ′Q = OQv +MQ.
Portanto (2.4) leva cada ponto M da reta r em um ponto M ′ da reta r′, ou seja, o
cisalhamento leva a reta r para a reta r′. 
Na geometria de Galileu uma reta paralela 2 a Oy sempre e´ levada a uma
reta paralela a Oy sob as transformac¸o˜es (2.3) enquanto que na geometria euclidiana
isto na˜o ocorre sob (1.5).
Definic¸a˜o 2.1. Na geometria de Galileu uma reta paralela ao eixo Oy e´ chamada de
reta especial. Caso contra´rio a reta e´ chamada de ordina´ria [17].
Proposic¸a˜o 2.2. As transformac¸o˜es (2.3) levam retas paralelas em retas paralelas.



































Figura 2.5: Retas paralelas levadas em retas paralelas.
Como o cisalhamento (2.4) translada os pontos de uma reta vertical m sobre
si pro´pria, os segmentos AA1, BB1, CC1, ..., todos de comprimentos iguais a d, sa˜o
levados aos segmentos A′A′1, B
′B′1, ..., de comprimentos iguais A′A
′
1 = B
′B′1 = C ′C
′
1 =
2Duas retas sa˜o paralelas se elas na˜o se intersectam.
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... = d. Como vimos na proposic¸a˜o 2.1, os extremos A′, B′, C ′, ... pertencem a` reta r′,




1, ... pertencem a` reta r
′
1, imagem de r1. Portanto
as retas paralelas r e r1 sa˜o levadas a`s retas paralelas r
′ e r′1 pela transformac¸a˜o (2.4).

Proposic¸a˜o 2.3. As transformac¸o˜es (2.3) levam segmentos colineares AB e CD em







Demonstrac¸a˜o 2.3. Sejam AB e CD segmentos contidos na reta r e A′B′ e C ′D′































Figura 2.6: Proporcionalidade entre segmentos.






Agora se AB e EF sa˜o segmentos paralelos e A′B′ e E ′F ′ sa˜o suas imagens por







Segue que o paralelogramo CDFE e´ levado ao paralelogramo C ′D′F ′E ′. Portanto a
raza˜o entre os comprimentos de segmentos paralelos e´ mantida na geometria de Galileu.
Mas se AB e´ na˜o paralelo a MN , figura(2.6), enta˜o a transformac¸a˜o (2.4) leva estes
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2.2 Distaˆncia alge´brica entre dois pontos
Sejam A(x1, y1) e B(x2, y2), a distaˆncia euclidiana d(A,B) e´ dada por
d2(A,B) = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
Logo, se A′ e B′ sa˜o imagens de A e B pelo cisalhamento (2.4), a distaˆncia euclidiana
entre A′ e B′ e´ dada por:
d2(A′, B′) = (x1 − x2)2 + (vx1 + y1 − vx2 − y2)2
= (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + v2(x1 − x2)2 + 2v(x1 − x2)(y1 − y2).
Segue que, de modo geral,
d2(A,B) 6= d2(A′, B′).
Portanto, se (2.4) devem ser as isometrias do plano de Galileu, devemos definir a
distaˆncia entre dois pontos de forma diferente que na geometria euclidiana, a fim dessa
distaˆncia ser invariante por (2.4). Assim, podemos estabelecer a definic¸a˜o seguinte.
Definic¸a˜o 2.2. A distaˆncia alge´brica d(A1, A2) = dA1A2 entre dois pontos A1 e A2 no
plano de Galileu e´ definida por
dA1A2 = |x2 − x1|. (2.6)
Onde x1 e x2 sa˜o as abscissas de A1 e A2, respectivamente.
A distaˆncia entre dois pontos na geometria de Galileu equivale ao inter-
valo de tempo entre dois eventos na mecaˆnica. Assim, justifica-se uma determi-
nada orientac¸a˜o e podemos considerar a distaˆncia alge´brica entre dois pontos tal que

















𝑶 𝑶 𝒙 𝒙 
Figura 2.7: Distaˆncia alge´brica entre dois pontos no plano de Galileu.
Seja dA1A2 igual ao comprimento P1P2, projec¸a˜o do segmento A1A2 sobre o
27
Cap´ıtulo 2. Geometria de Galileu - distaˆncia e aˆngulo
eixo Ox. Segue que a diferenc¸a x2− x1 das abscissas de A2 e A1 e´ invariante sob (2.3).
Se a distaˆncia dA1A2 for nula, isto e´, x1 = x2, enta˜o A1 e A2 pertencem a`
mesma reta especial. Definimos a distaˆncia especial como
δA1A2 = |y2 − y1|. (2.7)
Assim como na definic¸a˜o 2.2, podemos considerar a distaˆncia alge´brica entre dois pontos
sobre uma reta especial, tal que δA1A2 = −δA2A1 e δA1A2 > 0 se y2 > y1.
Se as abscissas de A1(x1, y1) e A2(x2, y2) coincidem (x1 = x2), enta˜o a














y′1 = vx1 + y1 + b,
y′2 = vx1 + y2 + b.
Enta˜o y′2−y′1 = (vx1 +y2 + b)− (vx1 +y1 + b) = y2−y1. Novamente, δA1A2 e´ invariante
por (2.3).
2.3 Circunfereˆncia no plano de Galileu
Definic¸a˜o 2.3. Uma circunfereˆncia S no plano de Galileu e´ um conjunto de pontos
M(x, y) cujas distaˆncias para um ponto fixo Q(a, b) teˆm valor absoluto constante r,














Figura 2.8: Circunfereˆncia de Galileu.
Se r 6= 0 temos r = dQM = |x− a|, logo
x = a− r
ou
x = a+ r.
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Portanto a circunfereˆncia S de Galileu equivale a duas retas especiais e o
raio e´ a metade da distaˆncia euclidiana entre estas duas retas. Existem uma infinidade
de centros sobre a reta especial que passa por Q. Se r = 0 (distaˆncia euclidiana) enta˜o
as duas retas especiais sa˜o coincidentes.
2.4 Aˆngulo e distaˆncia entre duas retas
Definic¸a˜o 2.4. Sejam l1 e l2 duas retas ordina´rias que se intersectam no ponto Q. O
aˆngulo δl1l2 entre as retas l1 e l2 e´ o comprimento do arco circular
_
N1N2, onde N1 e

























Figura 2.9: (a)Aˆngulo na geometria euclidiana. (b)Aˆngulo na geometria de Galileu.
No plano de Galileu o aˆngulo δl1l2 entre as retas l1 e l2 e´ igual a` distaˆncia
especial δN1N2 entre N1 e N2, desta forma a orientac¸a˜o do aˆngulo e´ dada pela orientac¸a˜o
desta distaˆncia. Para determinarmos o aˆngulo δl1l2 trac¸amos uma reta especial m a uma
unidade a` direita de Q, onde {Q} = l1 ∩ l2. Marcamos N1 e N2 tais que {N1} = m∩ l1



















Figura 2.10: Medida do aˆngulo de Galileu.
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As equac¸o˜es das retas l1, l2 e m sa˜o dadas por
y = k1x+ s1,
y = k2x+ s2
e
m = x0 + 1
respectivamente. Logo as coordenadas de N1 e N2 sa˜o
(x0 + 1, k1(x0 + 1) + s1)
e
(x0 + 1, k2(x0 + 1) + s2).
Segue que
δl1l2 = δN1N2 = [k2(x0 + 1) + s2]− [k1(x0 + 1) + s1]
= [(k2x0 + s2)− (k1x0 + s1)] + k2 − k1.
Mas
k2x0 + s2 = k1x0 + s1,
pois Q(x0, y0) pertence a intersec¸a˜o entre l1 e l2. Portanto
δl1l2 = k2 − k1. (2.8)
Como o eixo Ox equivale ao eixo temporal e Oy ao espacial, a unidade de medida de
aˆngulo e´ dada em m/s.
Proposic¸a˜o 2.4. O aˆngulo entre duas retas e´ invariante sob a transformac¸a˜o de Ga-
lileu.
Demonstrac¸a˜o 2.4. O aˆngulo δl1l2 entre duas retas l1 e l2 e´ medido sobre uma reta
especial m, x = x0, que as intersecta, conforme ilustra a figura 2.11. Como o cisalha-
mento leva cada reta especial em si pro´pria, logo
δl1l2 = δAB,
onde A(x0, yA) e B(x0, yB) sa˜o os pontos tais que {A} = m ∩ l1 e {B} = m ∩ l2.
Portanto
δAB = yB − yA.
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Pelo cisalhamento {
x′ = x
y′ = vx+ y,
temos
A′(x0, vx0 + yA) e B′(x0, vx0 + yB)
e segue que






















Figura 2.11: Invariaˆncia do aˆngulo de Galileu.
Se as retas l1 e l2 sa˜o paralelas, enta˜o temos δl1l2 = k2−k1 = 0. No entanto,
dada qualquer reta especial m, se {M1} = m ∩ l1 e {M2} = m ∩ l2, enta˜o yM2 − yM1 e´
constante qualquer que seja m.
Definic¸a˜o 2.5. A distaˆncia dl1l2 entre duas retas ordina´rias paralelas l1 e l2 e´ o compri-
mento do segmento direcionado M1M2 contido numa reta especial m que intersecta l1 e
l2 em M1 e M2, respectivamente. Caso l1 e l2 sejam retas especiais enta˜o dl1l2 = x2−x1,
onde x1 e´ a abscissa de l1 e x2 de l2. Veja a figura 2.12.
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Figura 2.12: Distaˆncia entre retas.
Sendo as equac¸o˜es l1 : y = k1x+ s1 e l2 : y = k2x+ s2, temos
dl1l2 = s2 − s1. (2.9)





2.5 Distaˆncia entre ponto e reta
Na geometria euclidiana a distaˆncia de um ponto M para uma reta l e´
definida como a menor distaˆncia de M ate´ um ponto P ∈ l. No caso da geometria de
Galileu, o ponto P da reta l, cuja distaˆncia ao ponto M e´ mı´nima, de acordo com a
definic¸a˜o 2.2, e´ o ponto de intersecc¸a˜o l ∩m, em que m e´ uma reta especial. Portanto
a distaˆncia dever ser dada pela distaˆncia especial.
Definic¸a˜o 2.6. Na geometria de Galileu a distaˆncia dMl de um ponto M(x0, y0) para
uma reta ordina´ria l e´ a distaˆncia especial de M ate´ o ponto P , intersec¸a˜o de l com a
reta especial m que passa por M . Caso l seja uma reta especial enta˜o dMl = x − x0,
onde x e´ a abscissa de l. Observe a figura 2.13.
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Figura 2.13: Distaˆncia entre ponto e reta.
Sejam l de equac¸a˜o y = kx+ s e m a reta especial por M(x0, y0). Enta˜o as
coordenadas do ponto P , P ∈ l ∩m, sa˜o (x0, kx0 + s). Logo
−MP = −δMP = y0 − (kx0 + s),
portanto
−dMl = y0 − kx0 − s. (2.10)
A menos do sinal, a distaˆncia do ponto M para a reta l fica determinada substituindo-se
as coordenadas de M no lado esquerdo da equac¸a˜o y − kx− s = 0 de l.
Nos pro´ximos cap´ıtulos utilizaremos os conteu´dos desenvolvidos ate´ aqui
para compararmos as propriedades de algumas figuras nessas duas geometrias, de Eu-
clides e de Galileu.
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Cap´ıtulo 3
Triaˆngulos no plano de Galileu
Na geometria de Galileu um triaˆngulo 4ABC e´ o pol´ıgono formado por
treˆs pontos A, B e C, na˜o colineares e treˆs segmentos de retas ordina´rias BC, CA e
AB, conforme figura 3.1.
 
 
Figura 3.1: Triaˆngulo no plano de Galileu.
Como na geometria euclidiana, utilizamos a, b e c para denotar as retas
suportes e os comprimentos dos lados do triaˆngulo 4ABC que sa˜o opostos aos ve´rtices
indicados pelas letras correspondentes, ou seja, as distaˆncias positivas |dBC | = a,
|dCA| = b e |dAB| = c. As magnitudes positivas dos aˆngulos de ve´rtices A, B e C
sa˜o representadas por |δbc| = Â, |δca| = B̂ e |δab| = Ĉ. A`s vezes, por simplicidade,
chamaremos |dAB| apenas de AB. Nesta geometria na˜o definimos aˆngulo externo, pois
na˜o ha´ aˆngulo suplementar.
Sejam a, b e c os lados de um triaˆngulo no plano de Galileu. Se c e´ o lado
maior, enta˜o
a+ b = c. (3.1)
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Agora suponha que Ĉ seja o maior aˆngulo do triaˆngulo 4ABC e sejam k1, k2 e k3
as declividades das retas por BC, CA e AB, respectivamente. Temos por (2.8), que
Â = k2 − k3, B̂ = k3 − k1 e Ĉ = k2 − k1. Enta˜o
Â+ B̂ = Ĉ. (3.2)
Definic¸a˜o 3.1 (Altura). A altura AP de um triaˆngulo 4ABC, relativa ao ve´rtice
A, e´ o segmento sobre a reta especial que une o ponto A ao ponto P , em que P e´ a
intersecc¸a˜o dessa reta especial com a reta suporte oposta ao A.











Demonstrac¸a˜o 3.1. Sejam as alturas AP , BQ e CR do triaˆngulo ABC, conforme
ilustra a figura 3.2.
 
 
Figura 3.2: Proporcionalidade entre lado e aˆngulo.
Denotando-se as medidas dessas alturas por ha, hb e hc, temos:
ha = AP = |δAP | ,
hb = BQ = |δBQ| ,
hc = CR = |δCR| .
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hc = B̂ a = Â b.
Seguindo o mesmo racioc´ınio chegamos a
ha = B̂ c = Ĉ b
e












Esta relac¸a˜o e´ equivalente a` lei dos senos na geometria euclidiana.
A relac¸a˜o (3.3) mostra que na geometria de Galileu os lados sa˜o proporcio-
nais aos aˆngulos opostos:
a = λÂ, b = λB̂, c = λĈ. (3.4)
Para obtermos (3.2) a partir de (3.1) basta dividir os dois membros de (3.1) por λ.
3.1 Triaˆngulo iso´sceles
Um triaˆngulo e´ chamado de iso´sceles se dois de seus lados sa˜o congruen-
tes. Assim, como na geometria euclidiana, na geometria de Galileu vale a seguinte
proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.2. Se os lados a e b de 4ABC sa˜o congruentes, enta˜o os aˆngulos Â e
B̂, opostos a estes lados, tambe´m sa˜o congruentes.






, como a = b segue que Â = B̂.

Os aˆngulos Â e B̂ sa˜o chamados de aˆngulos da base AB.
Proposic¸a˜o 3.3. A altura CR relativa a` base AB de um triaˆngulo iso´sceles 4ABC,
tal que R e´ o ponto me´dio de AB, na˜o e´ bissetriz do aˆngulo Ĉ.
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Figura 3.3: Altura CR na˜o coincidente com a bissetriz do aˆngulo Ĉ.
De fato CR na˜o e´ bissetriz do aˆngulo Ĉ, pois, caso fosse ter´ıamos






onde k1 e´ a declividade de BC, k2 a de AC e k e´ a declividade da bissetriz do aˆngulo
Ĉ. Mas isso e´ um absurdo, pois CR esta´ numa reta especial e, por conseguinte, na˜o
pode ter declividade finita. 
Desta forma as bissetrizes dos aˆngulos de um triaˆngulo na˜o sa˜o concorrentes.
Ainda de acordo com a figura 3.3, temos {Q} = AK ∩ BL, onde AK esta´ contido na
bissetriz de Â e BL esta´ contido na de B̂. O ponto Q e´ o ponto me´dio de CR. A
bissetriz de Ĉ e´ a reta CN .
3.2 Congrueˆncia de triaˆngulos
Assim como na geometria euclidiana, dizemos que dois triaˆngulos sa˜o con-
gruentes se for poss´ıvel estabelecer uma correspondeˆncia entre seus ve´rtices de modo
que lados e aˆngulos correspondentes sejam congruentes [2]1. Antes de estabelecer
crite´rios de congrueˆncia de triaˆngulos na geometria de Galileu, observamos que o fato
de dois triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′ terem os lados congruentes, na˜o garante que
1Aˆngulos congruentes sa˜o aˆngulos de mesma medida e lados congruentes sa˜o lados de mesma
medida.
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eles sejam congruentes. De fato, os dois lados menores determinam o terceiro lado





Figura 3.4: Lados congruentes.
Os crite´rios de congrueˆncia de triaˆngulos da geometria euclidiana, conheci-
dos como LAL (Lado-Aˆngulo-Lado) e ALA (Aˆngulo-Lado-Aˆngulo) podem ser inva´lidos
na geometria de Galileu, como mostrado a seguir;
• Caso LAL
Suponha o aˆngulo Ĉ comum aos triaˆngulos 4ABC e 4A1BC e o lado comum




























Figura 3.5: Crite´rio LAL inva´lido.
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Temos CA = CA1 = b, logo AB = a + b e A1B = a− b. Portanto os triaˆngulos
4ABC e 4A1BC na˜o sa˜o congruentes.
• Caso ALA
Para verificarmos que o caso ALA na geometria de Galileu pode ser inva´lido,
suponha dois triaˆngulos 4ABC e 4A1BC de aˆngulo comum Ĉ e lado BC = a






























Figura 3.6: Crite´rio ALA inva´lido.
Assim posto, temos AB > A1B. Portanto os triaˆngulos 4ABC e 4A1BC na˜o
sa˜o congruentes.
Proposic¸a˜o 3.4. Os crite´rios de congrueˆncia de triaˆngulos ALA e LAL sa˜o va´lidos
se os aˆngulos e os lados forem orientados.
Demonstrac¸a˜o 3.4. Vamos mostrar os dois casos:
• Caso LAL
Sejam 4ABC e 4A′B′C ′ dois triaˆngulos em que os aˆngulos e os lados seguem a
mesma orientac¸a˜o, tais que, AC = b = b′ = A′C ′, Â ∼= Â′ e AB = c = c′ = A′B′,
conforme ilustra a figura 3.7.
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Figura 3.7: Crite´rio LAL va´lido.
Considere as equac¸o˜es das retas AB : y = k1x + s1, AC : y = k2x + s2 e





















− yB − yA + yA − yC
c− b





Sejam A′B′ : y = k′1x+ s
′
1, A
′C ′ : y = k′2x+ s
′
2 e B
′C ′ : y′ = k′3x+ s
′
3 as equac¸o˜es
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Mas
k′2 − k′1 = k2 − k1,
pois Â ∼= Â′. Logo Ĉ ∼= Ĉ ′. Pela relac¸a˜o (3.2), temos B̂ ∼= B̂′. Como
c− b = c′ − b′,
conclu´ımos que LAL e´ va´lido se os lados e os aˆngulos sa˜o orientados.
• Caso ALA
Sejam 4ABC e 4A′B′C ′ dois triaˆngulos tais que Â ∼= Â′, AB = c = c′ = A′B′



















Figura 3.8: Crite´rio ALA va´lido.
























logo b = b′. Segue por (3.1) que a = a′. Portanto vale o crite´rio ALA se os
aˆngulos e os lados forem orientados. 
Corola´rio 1. O crite´rio de congrueˆncia AAL (aˆngulo-aˆngulo-lado) e´ va´lido se os
aˆngulos e os lados sa˜o orientados.
Demonstrac¸a˜o 1. Sejam 4ABC e 4A′B′C ′ dois triaˆngulos, tais que, Â ∼= Â′, B̂ ∼=
B̂′ e AC = b = b′ = A′C ′ e conforme ilustra a figura 3.9.
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Figura 3.9: Crite´rio AAL va´lido.
Como Â ∼= Â′ e B̂ ∼= B̂′, segue que Ĉ ∼= Ĉ ′. Portanto pelo crite´rio ALA
que os triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′ sa˜o congruentes. 
O seguinte resultado e´ va´lido na geometria de Galileu e na euclidiana.
Proposic¸a˜o 3.5 (Baricentro). As medianas AD, BE, e CF de um triaˆngulo 4ABC
se intersectam em um ponto G que as divide na raza˜o 2 : 1, isto e´,









Figura 3.10: Baricentro do triaˆngulo.
Demonstrac¸a˜o 3.5. No aˆmbito da geometria euclidiana, sejam D e E os pontos
me´dios dos lados BC e AC do triaˆngulo 4ABC. Sejam G o ponto de intersecc¸a˜o de
AD e BE e N o ponto me´dio de GC, conforme ilustra a figura 3.10. Segue que DN e´
base me´dia do triaˆngulo 4BGC, enta˜o DN ‖ BE. O segmento EN e´ base me´dia do
triaˆngulo 4AGC, enta˜o EN ‖ DA. Logo GDNE e´ um paralelogramo, portanto
DG = EN =
1
2
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Com o mesmo racioc´ınio obtemos os outros casos na geometria euclidiana.
No caso da geometria de Galileu, como DN ‖ GE e EN ‖ GD, temos igualdade entre
as declividades
kDN = kGE e kEN = kGD,
logo
ÊGN = kGE − kGN = kDN − kGN = D̂NG
e
D̂GN = kGN − kGD = kGN − kEN = ÊNG,
segue pelo caso de congrueˆncia ALA que os triaˆngulos 4GEN e 4GDN sa˜o congru-
entes, pois GN e´ lado comum. Portanto
DG = EN =
1
2




Usamos um racioc´ınio ana´logo para os outros casos. 
Na geometria de Galileu na˜o existe triaˆngulo equila´tero. De fato, por (3.1),
a + b = c, se a = b enta˜o c e´ o dobro dos outros lados. O mesmo racioc´ınio e´ usado
para os aˆngulos.
3.3 Semelhanc¸a de triaˆngulos na geometria de Ga-
lileu
Proposic¸a˜o 3.6. Dois triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′ que possuem aˆngulos congruentes
teˆm lados proporcionais.
Demonstrac¸a˜o 3.6. Sejam 4ABC e 4A′B′C ′ dois triaˆngulos tais que Â ∼= Â′, B̂ ∼=
B̂′ e Ĉ ∼= Ĉ ′. Por (3.4) temos
a = λÂ, b = λB̂, c = λĈ
e

































Quando os aˆngulos correspondentes dos triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′ sa˜o
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congruentes e os lados correspondentes sa˜o proporcionais, a semelhanc¸a e´ chamada de
semelhanc¸a de primeira espe´cie de raza˜o k.
Um exemplo de semelhanc¸a de primeira espe´cie, veja figura 3.11, e´ a homo-










Figura 3.11: Semelhanc¸a de 1a espe´cie.
Proposic¸a˜o 3.7. Dois triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′ que possuem os lados correspon-
dentes congruentes teˆm os aˆngulos correspondentes proporcionais.















Quando os lados correspondentes dos triaˆngulos4ABC e4A′B′C ′ sa˜o con-
gruentes e as magnitudes dos aˆngulos correspondentes sa˜o proporcionais, a semelhanc¸a
e´ chamada de semelhanc¸a de segunda espe´cie de raza˜o κ.
Um exemplo de semelhanc¸a de segunda espe´cie e´ a compressa˜o sobre Ox de
raza˜o κ, que leva cada ponto A ao ponto A′ ∈ AP ‖ Oy, tal que
OA′ = κOA.
Conforme ilustra a figura 3.12.
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Para fixarmos a notac¸a˜o, utilizaremos Γ para representar uma circunfereˆncia
euclidiana, S para uma circunfereˆncia de Galileu e Z para um ciclo de Galileu.
No plano euclidiano geralmente definimos uma circunfereˆncia Γ como o
conjunto de pontos M que esta˜o a uma distaˆncia fixa r de um ponto Q. Uma outra
maneira de definir uma circunfereˆncia e´ atrave´s do conceito de arco capaz.
Definic¸a˜o 4.1. Uma circunfereˆncia e´ o conjunto de pontos a partir dos quais um
segmento AB e´ visto sob um aˆngulo α com medida e orientac¸a˜o constantes.
E´ importante dar uma orientac¸a˜o ao aˆngulo α para que o conjunto de pontos
que enxergam o segmento AB sob o aˆngulo α na˜o seja um par de arcos circulares e
sim uma circunfereˆncia, conforme mostra a figura 4.1. O aˆngulo ÂNB e´ suplemento
do aˆngulo α, assim ao darmos ao aˆngulo entre as retas BN e AM com ve´rtice em N a











Figura 4.1: Par de arcos circulares e circunfereˆncia euclidiana.
Na geometria de Galileu as duas definic¸o˜es de circunfereˆncia apresentadas
produzem objetos diferentes. Uma circufereˆncia S produzida pela primeira definic¸a˜o
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(p.10) e´ uma par de retas especiais, enquanto que para a segunda definic¸a˜o (6.2) temos



































Figura 4.2: Circunfereˆncia e ciclo de Galileu.
Para deduzirmos uma equac¸a˜o para o ciclo Z, considere um segmento or-
dina´rio AB de extremos A(a1, a2) e B(b1, b2) sobre Z e um ponto M(x, y) ∈ Z tal que
AM̂B = α. Seja k a declividade de MA e k1 a de MB, logo
k =
y − a2









0 = α(x− a1)(x− b1)− (x− a1)(y − b2) + (x− b1)(y − a2).





b2 − a2 − α(b1 + a1)
b1 − a1 x+
αa1b1 + b1a2 − b− 2a1
b1 − a1 .
Portanto a equac¸a˜o do ciclo Z no plano de Galileu (i.e. o arco capaz de α sobre AB)
e´ dada por
y = ax2 + 2bx+ c, (4.1)
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b1 − a1 ,
2b =
b2 − a2 − α(b1 + a1)
b1 − a1 ,
c =
αa1b1 + b1a2 − b2a1
b1 − a1 .
Desta forma um ciclo equivale a uma para´bola na geometria euclidiana. A`s vezes, nos
referimos a um ciclo Z como um conjunto de pontos dados pela equac¸a˜o
ax2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0. (4.2)
A equac¸a˜o (4.2) e´ mais geral e pode ser reduzida a (4.1) quando a e b2 na˜o sa˜o nulos.
Assim, treˆs pontos do plano de galileu determinam um u´nico ciclo, conforme ilustra a
figura 4.3, podendo ser:
(a) o ciclo ordina´rio Z dado por (4.1);
(b) uma circunfereˆncia S quando a 6= 0, b2 = 0 e b21 − ac > 0 (duas ra´ızes distintas);
(c) uma reta ordina´ria se a = 0 e b2 6= 0;
(d) uma reta especial se a = b2 = 0 e b1 6= 0, ver figura 4.3.
 






















Figura 4.3: Ciclos de acordo com os coeficientes de (4.2).
Situac¸a˜o ana´loga ocorre no plano euclidiano com a equac¸a˜o da circunfereˆncia
(1.2c)
x2 + y2 + 2px+ 2qy + f = 0
que pode determinar uma circunfereˆncia ou retas dependendo dos valores dos coefici-
entes.
Chamaremos de ciclo apenas a para´bola. Um ciclo Z e´ caracterizado pela
49
Cap´ıtulo 4. Circunfereˆncia e ciclo
proposic¸a˜o seguinte.
Proposic¸a˜o 4.1. Os aˆngulos formados entre a corda AB do ciclo Z e as tangentes a`
Z pelos extremos de AB, sa˜o iguais ao aˆngulo inscrito α.
Demonstrac¸a˜o 4.1. Sejam Z um ciclo, AB uma corda de Z e ÂMB = α um aˆngulo
inscrito em Z como ilustrado na figura 4.4.













Figura 4.4: Aˆngulo entre corda e tangente.
A declividade kAB da corda AB, com A(a1, a2) e B(b1, b2), e´
kAB =
b2 − a2
b1 − a1 .
A reta t tangente ao ciclo Z em A tem declividade kt = 2aa1 + 2b1. Mas
a =
α
b1 − a1 e 2b =
b2 − a2 − α(b1 + a1)
b1 − a1 ,
logo
kt = 2aa1 + 2b
= −α + b2 − a2
b1 − a1
= kAB − α.
Portanto,
α = kAB − kt = δtAB.
1kt e´ o limite do coeficiente angular da reta secante por A e P quando P tende a A.
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Analogamente, a reta t1 tangente a` Z em B tem declividade kt1 = 2ab1 + 2b, logo
kt1 =
2αb1
b1 − a1 +





= kAB + α.
Portanto,
α = kt1 − kAB = δABt1 .

Este resultado implica que se P /∈ Z e´ o ponto de intersec¸a˜o entre as retas
tangentes t em A e t1 em B, enta˜o PA = PB. De fato, o triaˆngulo 4PAB e´ iso´sceles,
pois possui os aˆngulos da base AB congruentes.
No caso da geometria euclidiana, a circunfereˆncia Γ possui propriedade si-











Figura 4.5: Aˆngulo inscrito e central.






Representando o comprimento do arco
_
AB correspondente ao aˆngulo central θ por s,
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Definic¸a˜o 4.2 (Comprimento de arco). O comprimento de um arco
_
AB da curva L e´
o limite dos comprimentos AA1 +A1A2 +A2A3 + ...+An−1An+AnB da linha poligonal
AA1A2...An−1AnB inscrita em L, quando o comprimento do segmento mais longo dessa














Figura 4.6: Comprimento de arco.
Na geometria de Galileu qualquer linha poligonal AA1A2...An−1AnB inscrita
no arco AB de uma curva L, cujas retas tangentes em qualquer ponto de L na˜o sa˜o
retas especiais, tem comprimento s igual ao comprimento da corda AB. Portanto
s = dAB.
Proposic¸a˜o 4.2. Sejam Z um ciclo e
_
AB um arco de Z. Enta˜o a raza˜o s
α
entre
o comprimento s do arco
_




Demonstrac¸a˜o 4.2. Sejam AB uma corda do ciclo Z de extremos A(a1, a2) e B(b1, b2)












Na equac¸a˜o de Z, y = ax2 + 2bx+ c, a = α








a(b1 − a1) =
1
a
, b1 − a1 6= 0.

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4.1 Raio e curvatura
O raio do ciclo Z e´ definido da mesma forma que o raio da circunfereˆncia
euclidiana [16].













onde s e´ o comprimento do arco
_
AB e α e´ o aˆngulo inscrito em Z subtendido por AB.
Como a e´ o coeficiente de x2 na equac¸a˜o do ciclo (4.1), enta˜o o raio r pode
ser positivo ou negativo dependendo do sinal de a (concavidade de Z).





Portanto a curvatura do ciclo Z e´ dada por ρG = 2a, enquanto que a da circunfereˆncia





Por simplicidade, considere o ciclo Z de equac¸a˜o y = ax2. O cisalhamento
C (2.4), na forma {
x = x1
y = y1 − vx,
transforma o ciclo Z no ciclo Z1 tal que
ax21 = y1 − vx1.
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Os ciclos Z e Z1 possuem o mesmo coeficiente a, assim o ciclo Z e´ obtido de Z1 pela
translac¸a˜o 
x′ = x1 +
v
2a





A transformac¸a˜o composta pela translac¸a˜o (4.5) e pelo cisalhamento{
x1 = x
y1 = vx+ y,









Esta transformac¸a˜o leva um ponto A ∈ Z ao ponto A′ ∈ Z. O cisalhamento leva cada
ponto A ∈ Z ao ponto A1 ∈ Z1 a uma distaˆncia dAA1 = 0, enquanto a translac¸a˜o leva




A transformac¸a˜o (4.6) e´ chamada de rotac¸a˜o c´ıclica. Ela transforma o ciclo
Z dado por y = ax2 do plano de Galileu em si pro´prio.
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Figura 4.7: Rotac¸a˜o c´ıclica.
Escolhendo de forma apropriada um valor para o coeficiente v, podemos
mover um ponto A ∈ Z a uma distaˆncia d, positiva ou negativa, ao longo de Z, pois
v
2a
= d ou v = 2ad.
Portanto existe uma rotac¸a˜o c´ıclica que leva o ponto A ∈ Z a um ponto prescrito
A′ ∈ Z. De forma ana´loga, a rotac¸a˜o c´ıclica deixa invariante o ciclo Z dado pela
equac¸a˜o y = ax2 + 2bx+ c.
A equac¸a˜o y = αx2 + βx + γ do ciclo Z pode pode ser escrita na forma
Y = αX2. De fato, temos:











y = αX2 + n.
Portanto Y = αX2, com n = y − Y e X = x+ β
2α
.
Na geometria euclidiana uma rotac¸a˜o que leva uma circunfereˆncia Γ em si
pro´pria, move cada ponto do plano ao longo de uma circunfereˆncia conceˆntrica com Γ.
Similarmente, na geometria de Galileu temos o seguinte resultado.
Proposic¸a˜o 4.3. Uma rotac¸a˜o c´ıclica no plano de Galileu que leva um ciclo Z em si
pro´prio move cada ponto na˜o pertencente a Z ao longo de um ciclo “paralelo” a Z, isto
e´, um ciclo obtido atrave´s de Z por uma translac¸a˜o paralela ao eixo Oy. (Ver figura
4.8-(b)).
Demonstrac¸a˜o 4.3. Sem perda de generalidade, sejam Z um ciclo de equac¸a˜o y = ax2
e P (x0, y0) um ponto que na˜o pertence a Z. Conforme ilustrado na figura 4.8-(a), a
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imagem P ′(x′0, y
′
0) de P pela rotac¸a˜o c´ıclica e´ x
′
0 = x0 +
v
2a




ou seja,  x
′
0 − x0 =
v
2a















2 − y′0 = ax02 − y0,
isto e´,
d(P,Z) = d(P ′,Z).
Portanto P (x0, y0) e P
′(x′0, y
′
0) sa˜o pontos de
y = ax2 + (y0 − ax02).
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Figura 4.8: Ciclos “paralelos”.

A rotac¸a˜o c´ıclica pode ser usada na demonstrac¸a˜o da propriedade seguinte.
Propriedade 1. Os segmentos PA e PB, tangentes ao ciclo Z em A e B , com
P /∈ Z, sa˜o congruentes.
Demonstrac¸a˜o 1. Sem perda de generalidade seja Z um ciclo de equac¸a˜o y = ax2.
Aplicando-se a rotac¸a˜o c´ıclica (4.6) que leva Z em si pro´prio e o ponto P /∈ Z ao
ponto P ′ do eixo de simetria Oy de Z, conforme ilustrado na figura 4.9. As tangentes
PA e PB sa˜o levadas nas tangentes P ′A′ e P ′B′, respectivamente. Como a tangeˆncia






= vx+ y + b,
(4.7)
segue, da simetria de y = ax2 em relac¸a˜o ao eixo Oy que P ′A′ = P ′B′, pois as
projec¸o˜es P ′A′ e P ′B′ sob o eixo Ox sa˜o congruentes. Como a rotac¸a˜o c´ıclica (4.6) e´
uma isometria, temos
dAP = dA′P ′ = dP ′B′ = dPB.

2De fato, uma reta tangente na˜o pode ser levada numa reta secante, pois o ciclo Z e´ invariante sob
a rotac¸a˜o c´ıclica.
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Figura 4.9: Congrueˆncia das tangentes.
4.3 Diaˆmetro do ciclo
Na geometria euclidiana, uma circunfereˆncia Γ e´ tal que os pontos me´dios
de uma famı´lia de cordas paralelas sa˜o colineares e pertencem a um diaˆmetro, observe




Figura 4.10: Diaˆmetro de circunfereˆncia euclidiana.
Definic¸a˜o 4.5 (Diaˆmetro do ciclo). O diaˆmetro d do ciclo Z e´ a semirreta especial
de origem em um ponto de Z que passa pelos pontos me´dios de uma famı´lia de cordas
paralelas de Z.
Em uma famı´lia de cordas paralelas do ciclo Z de equac¸a˜o y = ax2, todas
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possuem a mesma declividade k0. O cisalhamento{
x1 = x
y1 = vx+ y
leva a reta y = kx+ s na reta y1 − vx1 = kx1 + s. Desta forma,
y1 = kx1 + vx1 + s
= x1(k + v) + s
y1 = k1x1 + s,
em que k1 = k + v. Como a translac¸a˜o (4.5) preserva a direc¸a˜o de cada reta, para
k = −v, a rotac¸a˜o c´ıclica (4.6) leva as cordas y = kx+ s nas cordas y1 = x1(k+ v) + s
paralelas ao eixo Ox (declividade nula). Como Oy e´ o eixo de simetria de Z, ele conte´m
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Figura 4.11: Diaˆmetro do ciclo.
Proposic¸a˜o 4.4. Toda reta especial que intersecta um ciclo Z conte´m um diaˆmetro
de Z.






y′ = vx+ y +
v2
4a
leva a reta ` na reta x′ = m +
v
2a
. Para v = −2am, temos x′ = 0, ou seja, a reta ` e´
levada sobre eixo Oy. Portanto uma reta especial ` bissecta todas as corda do ciclo Z
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que, pela rotac¸a˜o c´ıclica, sa˜o levadas a`s cordas paralelas ao eixo Ox. 
Proposic¸a˜o 4.5. A reta t tangente ao ciclo Z no extremo de um diaˆmetro d e´ paralela
a`s cordas bissectadas por d.
Demonstrac¸a˜o 4.5. Sejam A(a1, a2) e B(b1, b2) os extremos de uma corda AB do
ciclo Z, M(m, y0) o ponto me´dio de AB, d um diaˆmetro de Z que passa por M e t a






Figura 4.12: Diaˆmetro do ciclo.
Considere a equac¸a˜o y = ax2 + 2bx + c do ciclo Z. A reta tangente t tem
a declividade dada por
kT = 2am+ 2b,
onde m e´ a abscissa do ponto T .
Se cada corda AB tem M(m, y0) como ponto me´dio, vamos determinar a declividade


















1) + 2b(a1 + b1) + 2c
2





a(b21 − a21) + 2b(b1 − a1)
b1 − a1 = a(b1 + a1) + 2b.
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Assim, kAB = 2am+ 2b. Portanto a reta tangente t e´ paralela a` corda AB. 
Na geometria euclidiana o diaˆmetro de uma circunfereˆncia e´ perpendicu-
lar a`s retas tangentes nos seus extremos. Na geometria de Galileu dizemos que um
diaˆmetro e´ perpendicular a` reta tangente na extremidade. Nesta geometria, as retas















Figura 4.13: Diaˆmetro perpendicular a` tangente.
Dizemos enta˜o que os diaˆmetros de um ciclo Z sa˜o perpendiculares a Z, ja´
que definimos o aˆngulo entre a reta d e a curva Z como sendo o aˆngulo entre d e a reta
r tangente a` Z no ponto A ∈ Z ∩ r.
Proposic¸a˜o 4.6. Se PA e PB sa˜o tangentes a um ciclo Z por P /∈ Z, enta˜o a reta














Figura 4.14: A corda AB e´ bissectada pelo diaˆmetro em C.
Demonstrac¸a˜o 4.6. De fato, a reta especial por P conte´m um diaˆmetro d que e´
perpendicular ao ciclo Z, logo e´ altura do triaˆngulo iso´sceles 4APB. Portanto AC =




Neste cap´ıtulo estudaremos a poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o a uma cir-
cunfereˆncia e a inversa˜o na circunfereˆncia. Para melhor compreensa˜o, primeiramente
trataremos o assunto na geometria euclidiana e, na sequeˆncia, na geometria de Galileu.
5.1 Poteˆncia de um ponto
5.1.1 Poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o a Γ
Na geometria euclidiana se uma reta r, que passa por um ponto P , intersecta
uma circunfereˆncia Γ nos pontos A e B enta˜o, pelo teorema das cordas [17], o produto
PA.PB depende somente de P e de Γ.
Definic¸a˜o 5.1. A poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o a` circunfereˆncia Γ e´ o produto
das medidas dos segmentos PA e PB, sendo A e B pontos de intersec¸a˜o de Γ com
uma reta qualquer que passa por P .
Representamos a poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia
Γ por PotΓ(P ) = PA.PB, (PotΓ(P ) ∈ R), em que as distaˆncias consideradas sa˜o
alge´bricas:
• PotΓ(P ) > 0, se PA e PB teˆm o mesmo sentido, isto e´, P e´ exterior a` circun-
fereˆncia;
• PotΓ(P ) < 0, se PA e PB teˆm o sentidos opostos , isto e´, P e´ interior a` circun-
fereˆncia;
• PotΓ(P ) = 0, se P pertence a` circunfereˆncia.
Quando uma circunfereˆncia Γ de centro O e raio r e´ intersectada nos pontos A1 e B1
por uma reta l que passa por O, temos PA1 = d− r e PB1 = d+ r, onde d = PO. O
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sinal de PA1.PB1 e´ o mesmo de d− r. Assim a poteˆncia do ponto P em relac¸a˜o a Γ,
em todos os casos e´
PotΓ(P ) = d
2 − r2. (5.1)
Se a circunfereˆncia Γ de centro O e raio r for tangenciada pela reta PT em T , temos
PotΓ(P ) = d
2 − r2 = PT 2.
Sejam O(a, b) o centro de uma circunfereˆncia Γ de raio r e P (x0, y0) um
ponto. Temos
PotΓ(P ) = d
2 − r2
= (x0 − a)2 + (y0 − b)2 − r2.
Como a equac¸a˜o da circunfereˆncia Γ e´
(x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0,
segue que a poteˆncia de P (x0, y0) em relac¸a˜o a` Γ e´ obtida substituindo-se x e y no lado
esquerdo da equac¸a˜o de Γ, pelas coordenadas x0 e y0 de P . Desta forma, o conjunto
de pontos cuja poteˆncia em relac¸a˜o a Γ vale k e´ dado por
(x− a)2 + (y − b)2 − r2 = k ou (x− a)2 + (y − b)2 − (r2 + k) = 0,
ou seja, uma circunfereˆncia conceˆntrica com Γ.
Definic¸a˜o 5.2 (Eixo radical). O conjunto dos pontos que teˆm a mesma poteˆncia em
relac¸a˜o a duas circunfereˆncias Γ1 e Γ2 e´ chamado de eixo radical eΓ1Γ2.
Proposic¸a˜o 5.1. O eixo radical eΓ1Γ2 de duas circunfereˆncias Γ1 e Γ2, na˜o conceˆntricas,
e´ uma reta perpendicular a` reta que passa pelos centros O1(a1, b1) e O2(a2, b2) de Γ1 e
Γ2, respectivamente.
Demonstrac¸a˜o 5.1. Sejam Γ1 e Γ2 duas circunfereˆncias de equac¸o˜es
x2 + y2 + 2p1x+ 2q1y + f1 = 0
e
x2 + y2 + 2p2x+ 2q2y + f2 = 0.
Logo
x2 + y2 + 2p1x+ 2q1y + f1 = x
2 + y2 + 2p2x+ 2q2y + f2,
da´ı
2(p1 − p2)x+ 2(q1 − q2)y + (f1 − f2) = 0,
que representa uma reta, conforme ilustrado na figura 5.1.
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Figura 5.1: Eixo radical eΓ1Γ2 de duas circunfereˆncias.
Se p1 = p2 e q1 = q2, as circunfereˆncias Γ1 e Γ2 sa˜o conceˆntricas e o eixo radical e´
um conjunto vazio. Suponha q1 6= q2 e p1 6= p2, enta˜o a declividade k do eixo radical e´
dada por
k = −p1 − p2
q1 − q2 .
A declividade k1 da reta pelos centros O1 e O2 e´ dada por
k1 =
b2 − b1
a2 − a1 =
q1 − q2
p1 − p2 ,
com a1 = −p1, b1 = −q1, a2 = −p2 e b2 = −q2. Segue que
k.k1 = −p1 − p2
q1 − q2 .
q1 − q2
p1 − p2 = −1.
Portanto o eixo radical e´ uma reta perpendicular a` reta que passa pelos centros.
Se p1 = p2 e q1 6= q2, enta˜o o eixo radical e´ paralelo a Ox e a reta que passa pelos
centros e´ paralela a Oy.
Se p1 6= p2 e q1 = q2, enta˜o o eixo radical e´ paralelo a Oy e a reta que passa pelos
centros e´ paralela a Ox. 
Corola´rio 2. Se duas circunfereˆncias Γ1 e Γ2 sa˜o tangentes em um ponto T , enta˜o o
eixo radical eΓ1Γ2 e´ a tangente comum.
Demonstrac¸a˜o 2. De fato, temos que considerar as duas circunfereˆncias tangentes
exteriormente e interiormente, conforme figura 5.2. Se P 6= T e P ∈ eΓ1Γ2 temos
PotΓ1(P ) = PT
2
= PotΓ2(P ).
Sabemos que eΓ1Γ2 e´ uma reta. Como T teˆm poteˆncia nula em relac¸a˜o a Γ1 e Γ2, eΓ1Γ2
e´ a reta que passa por P e T .
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Figura 5.2: Eixo radical eΓ1Γ2 de duas circunfereˆncias tangentes exteriormente e inte-
riormente.

Corola´rio 3. Se duas circunfereˆncias Γ1 e Γ2 sa˜o secantes nos pontos A e B, enta˜o o
eixo radical de Γ1 e Γ2 e´ a reta eΓ1Γ2 por A e B.
Demonstrac¸a˜o 3. De fato, considere duas circunfereˆncias Γ1 e Γ2, secantes nos pon-
tos A e B, conforme ilustrado na figura 5.3. Se P ∈ eΓ1Γ2 temos







Figura 5.3: Eixo radical eΓ1Γ2 de duas circunfereˆncias secantes.
Como A e B teˆm poteˆncia nula em relac¸a˜o a Γ1 e Γ2, eΓ1Γ2 e´ a reta que
passa por A e B.

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Proposic¸a˜o 5.2. Se Γ1, Γ2 e Γ3 sa˜o treˆs circunfereˆncias com centros na˜o colineares,
enta˜o existe um u´nico ponto R no plano, tal que
PotΓ1(R) = PotΓ2(R) = PotΓ3(R).
Demonstrac¸a˜o 5.2. Seja eij o eixo radical de Γi e Γj, para 1 ≤ i < j ≤ 3. Como os
centros na˜o sa˜o colineares, existe R, ponto de intersec¸a˜o de e12 e e23 (Vide figura 5.4).
Segue de R ∈ e12 que PotΓ1(R) = PotΓ2(R) e de R ∈ e23 que PotΓ2(R) = PotΓ3(R).












Figura 5.4: Centro radical de treˆs circunfereˆncias de centros na˜o colineares.
O ponto R e´ denominado de centro radical das treˆs circunfereˆncias.
Na geometria de Galileu, vamos analisar a poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o
a` circunfereˆncia S e ao ciclo Z [17] e [18].
5.1.2 Poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o a` circunfereˆncia S
Como na geometria euclidiana, a poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o a`
circunfereˆncia S (par de retas especiais) e´ dada por
PotS(P ) = PA.PB.
O produto PA.PB depende somente do ponto P e da circunfereˆncia S. Os compri-
mentos dos segmentos PA e PB, independem da reta l que passa por P .
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Figura 5.5: Poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o a` S.
Numa circunfereˆncia S de centro Q e raio r, seja d = PQ, conforme ilustra
a figura 5.5. Enta˜o PA = d− r e PB = d+ r, portanto a poteˆncia PotS(P ) em relac¸a˜o
a` S e´ dada por
PotS(P ) = d2 − r2.
Como a circunfereˆncia S e´ um par de retas especiais x = x1 e x = x2, se P tem
coordenadas (x0, y0), enta˜o PA = x1 − x0 e PB = x2 − x0. Portanto,
PotS(P ) = (x1 − x0)(x2 − x0) = (x0 − x1)(x0 − x2).
Como a equac¸a˜o de S e´ (x − x1)(x − x2) = 0, segue que a poteˆncia do ponto P em
relac¸a˜o a` circunfereˆncia S e´ obtida quando substitu´ımos x e y no lado esquerdo da
equac¸a˜o (x− x1)(x− x2) = 0 de S pelas coordenadas (x0, y0) de P .
O conjunto de pontos cujas poteˆncias em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia S
teˆm valor constante k e´ dado por
x2 + 2bx+ c = k,
x2 + 2bx+ (c− k) = 0,
em que 2b = −x1 − x2 e c = x1x2, ou seja, uma circunfereˆncia “conceˆntrica” a` circun-
fereˆncia S dada.
Proposic¸a˜o 5.3. O eixo radical eSS1 de duas circunfereˆncias S e S1, na˜o conceˆntricas,
e´ uma reta especial.
Demonstrac¸a˜o 5.3. De fato, como S e S1 na˜o sa˜o conceˆntricas, enta˜o b 6= b1, pois
b = −x1 + x2
2
. Da´ı
x2 + 2bx+ c = x2 + 2b1x+ c1
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Duas circunfereˆncias conceˆntricas na˜o possuem eixo radical.
5.1.3 Poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o ao ciclo Z
A poteˆncia PotZ(P ) de um ponto P em relac¸a˜o a um ciclo Z tabe´m e´ dada
por
PotZ(P ) = PA.PB,
onde A e B sa˜o os pontos de intersec¸a˜o da reta ordina´ria l, que passa por P , com o
ciclo Z.
Proposic¸a˜o 5.4. A poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o ao ciclo Z na˜o depende da
reta que passa por P .
Demonstrac¸a˜o 5.4. Sejam l e l1 duas retas ordina´rias que passam pelo ponto P e
intersectam o ciclo Z nos pontos: A e B, A1 e B1, respectivamente.
• Se P ∈ Z (vide figura 5.6), enta˜o P = A = A1 ou P = B = B1, logo









Figura 5.6: Ponto P no ciclo Z.
• Se P /∈ Z (vide figura 5.7), enta˜o ÂBB1 ∼= ÂA1B1, pois sa˜o aˆngulos inscritos em
Z subtendidos pela mesma corda AB1. Da mesma forma Â1AB ∼= Â1B1B, pois
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sa˜o aˆngulos incritos subtendidos pela mesma corda A1B. Assim, os triaˆngulos



































isto e´, PA.PB = PA1.PB1 e PotZ(P ) e´ independente da escolha da reta l.

Dizemos que o ponto P e´ interior a` Z se P /∈ Z e toda reta que passa por
P intersecta o ciclo Z. Como no caso euclidiano temos:
• PotZ(P ) > 0, se PA e PB teˆm o mesmo sentido, isto e´, P e´ exterior ao ciclo Z;
• PotZ(P ) < 0, se PA e PB teˆm sentidos opostos , isto e´, P e´ interior ao ciclo Z ;
• PotZ(P ) = 0, se P pertence ao ciclo Z.




Demonstrac¸a˜o 5.5. Considere o ciclo Z de equac¸a˜o y = ax2. Aplica-se a rotac¸a˜o
c´ıclica (4.6) tal que o ponto T seja levado ao T ′(0, 0), A ao A′, B ao B′ e P ao
P ′ = (x′P ′ , 0) que esta´ na intersec¸a˜o da reta por A
′ e B′com Ox, conforme ilustrado na
figura 5.8. A tangeˆncia e´ preservada, pois Z e´ preservado e retas sa˜o levadas em retas
pela rotac¸a˜o c´ıclica.
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Figura 5.8: Poteˆncia do ponto P quando T ∈ Z.
A poteˆncia de P ′ e´ dada por
PotZ(P ′) = d(P ′, A′)d(P ′, B′)
= (xA′ − xP ′)(xB′ − xP ′).
Como a declividade k′ da reta por A′ e B′ e´ dada por
k′ =
yB′ − yA′
xB′ − xA′ =
yA′ − yP ′
xA′ − xP ′ =
yB′ − yP ′
xB′ − xP ′
e yP ′ = 0, segue que




(yB′ − yA′)2 .
A distaˆncia de P ′ a T ′ e´ dada por d(P ′, T ′) = (xP ′ − 0) em que xP ′ e´ obtido de
yB′ − yA′
xB′ − xA′ =
yA′
xA′ − xP ′
xP ′ =
xA′yB′ − yA′xB′





(yB′ − yA′)2 .
Segue que
PotZ(P ′)− xP ′2 = (yB′ − yA′)(yA′xB′
2 − yB′xA′2)
(yB′ − yA′)2 .
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O fator (yA′xB′
2 − yB′xA′2) e´ nulo, ja´ que y′ = ax′2, pois o ciclo e´ invariante. Assim
PotZ(P ′)− xP ′2 = 0. Logo
PotZ(P ′) = xP ′2
d(P ′, A′)d(P ′, B′) = d(P ′, T ′)2.
Como a rotac¸a˜o c´ıclica e´ uma isometria, segue que
d(P,A)d(P,B) = d(P, T )2.

Sejam Z um ciclo de equac¸a˜o ax2 + 2b1x + 2b2y + c = 0 e l uma reta de
equac¸a˜o y − y0 = k(x − x0) que passa por P (x0, y0). Sejam A(x1, y1) e B(x2, y2) os
pontos de intersec¸a˜o de l com Z. Substituindo a equac¸a˜o da reta l
y = kx+ (y0 − kx0)
na equac¸a˜o do ciclo Z, temos
x2 + 2(b1 + b2k)x+ [2b2(y0 − kx0) + c] = 0. (5.2)
Mas
−2(b1 + b2k) = x1 + x2 e 2b2(y0 − kx0) + c = x1.x2,














Figura 5.9: Poteˆncia em relac¸a˜o ao ciclo Z.
A poteˆncia de P em relac¸a˜o ao ciclo Z (vide figura 5.9) e´ dada por
PotZ(P ) = PA.PB
= (x1 − x0)(x2 − x0)
= x0
2 − (x1 + x2)x0 + x1.x2.
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De acordo com a observac¸a˜o que segue de (5.2)
PotZ(P ) = x02 + 2b1x0 + 2b2y0 + c.
Portanto, a poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o ao ciclo Z e´ obtida substituindo-se os
valores de x e y no lado esquerdo da equac¸a˜o de Z pelas coordenadas (x0, y0) de P .
O conjunto de pontos cujas poteˆncias em relac¸a˜o a um ciclo Z teˆm valor
constante k e´ dado por
x2 + 2b1x+ 2b2y + c = k ou x
2 + 2b1x+ 2b2y + (c− k) = 0,
ou seja, um ciclo paralelo ao ciclo Z dado. Dois ciclos paralelos na˜o possuem eixo
radical.
Proposic¸a˜o 5.6. O eixo radical eZ1Z2 de dois ciclos Z1 e Z2, na˜o paralelos e de mesmo
raio e´ uma reta especial.
Demonstrac¸a˜o 5.6. sejam Z1 e Z2 dois ciclos na˜o paralelos de equac¸o˜es x2 + 2b11x+
2b12y+ c1 = 0, com b12 6= 0 e x2 + 2b21x+ 2b22y+ c2 = 0, com b22 6= 0 respectivamente.





No ciclo Z1 temos














Analogamente, o raio de Z2 vale r = −b22. Para determinarmos o conjunto dos pontos
de mesma poteˆncia em relac¸a˜o a Z1 e a Z2, devemos resolver a equac¸a˜o
x2 + 2b11x+ 2b12y + c1 = x
2 + 2b21x+ 2b22y + c2.
Como Z1 e Z2 possuem o mesmo raio e sa˜o na˜o paralelos, temos b12 = b22 e b11 6= b21
e segue que a equac¸a˜o de eZ1Z2 e´
2b11x+ c1 = 2b21x+ c2,
x =
c2 − c1
2(b11 − b21) .
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𝟐 𝒃𝟏𝟏 − 𝒃𝟐𝟏 
 
𝓩𝟏 
Figura 5.10: Eixo radical eZ1Z2 de dois ciclos de mesmo raio.













Figura 5.11: Eixo radical eSZ entre o ciclo e a circunfereˆncia.
Demonstrac¸a˜o 5.7. Igualando as equac¸o˜es de S e Z, temos
x2 + 2bx+ c = x2 + 2b1x+ 2b2y + c1.









Proposic¸a˜o 5.8. O eixo radical eZ1Z2 de dois ciclos Z1 e Z2 de raios diferentes e´ uma
reta ordina´ria.
Demonstrac¸a˜o 5.8. Sejam Z1 e Z2 dois ciclos de raios diferentes, conforme ilustra a
figura 5.12. De x2 +2b11x+2b12y+ c1 = x
2 +2b21x+2b22y+ c2 obtemos 2y(b12− b22) =
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Figura 5.12: Eixo eZ1Z2 entre ciclos de raios diferentes.
Na geometria euclidiana vimos que existe um u´nico ponto R, chamado de
centro radical, que possui a mesma poteˆncia em relac¸a˜o a treˆs circunfereˆncias com
centros na˜o colineares. Similarmente, na geometria de Galileu, sejam cada uma das
treˆs curvas γ1, γ2 e γ3 um ciclo ou uma circunfereˆncia; se dois eixos radicais eγ1γ2 ,
eγ1γ3 ou eγ2γ3 dos treˆs pares de curvas (γ1, γ2), (γ1, γ3) ou (γ2, γ3) se intersectam num
ponto R, enta˜o o terceiro eixo radical passa por R. Este fato se explica com o mesmo



















Figura 5.13: Centro radical R.
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5.2 Inversa˜o
5.2.1 Inversa˜o na circunfereˆncia euclidiana Γ
Definic¸a˜o 5.3. [10] Seja Γ uma circunfereˆncia de raio r e centro O. Para qualquer
ponto P 6= O, o inverso P ′ de P em relac¸a˜o a` circunfereˆncia Γ e´ o u´nico ponto P ′ da
semirreta
−→
OP (vide figura 5.14), tal que






𝑶 𝑷 𝑷′ 
Figura 5.14: Inversa˜o em relac¸a˜o a` circunfereˆncia Γ.
A circunfereˆncia Γ e´ chamada de circunfereˆncia de inversa˜o. O pro´ximo
resultado segue diretamente da definic¸a˜o de inversa˜o em Γ [3].
Proposic¸a˜o 5.9.
• P = P ′ se, e somente se, P esta´ sobre a circunfereˆncia de inversa˜o;
• Se P esta´ no interior de Γ, enta˜o P ′ e´ exterior a Γ e se P e´ exterior a Γ, enta˜o
P ′ esta´ no interior de Γ;
• (P ′)′ = P .
Proposic¸a˜o 5.10. Suponha que P esteja no interior de Γ. Seja TQ a corda de Γ por
P que e´ perpendicular a semirreta
−→
OP . Enta˜o, o inverso P ′ de P em relac¸a˜o a Γ e´ o
ponto de intersec¸a˜o das tangentes a Γ por T e Q.
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𝑶 𝑷 𝑷′ 
Figura 5.15: Inversa˜o com P no interior de Γ.
Demonstrac¸a˜o 5.10. Suponha que a tangente a Γ intersecte a semirreta
−→
OP em
P ′, conforme ilustrado na figura 5.15. O triaˆngulo retaˆngulo 4OPT e´ semelhante ao
triaˆngulo retaˆngulo 4OTP ′. Portanto, os lados correspondentes sa˜o proporcionais e







Isso mostra que P ′ e´ o inverso de P . Por reflexa˜o em torno de OP , vemos que a
tangente a Γ em Q tambe´m passa por P ′ e, assim, P ′ esta´ na intersec¸a˜o das tangentes.

Proposic¸a˜o 5.11. Suponha que P seja exterior a` Γ e considere M como o ponto me´dio
de OP . Seja σ a circunfereˆncia de centro M e raio OM = MP , conforme ilustra a
figura 5.16. Enta˜o, σ intersecta Γ em dois pontos T e Q, as retas por PT e PQ sa˜o










Figura 5.16: Inversa˜o com P no exterior de Γ.
Demonstrac¸a˜o 5.11. Como P e´ exterior a Γ, σ e Γ se intersectam em dois pontos
T e Q 1. Como OT̂P e OQ̂P sa˜o aˆngulos inscritos em semicircunfereˆncias de σ, eles
1Princ´ıpio de continuidade circular: Se uma circunfereˆncia Γ tem um ponto no interior e um ponto
no exterior de outra circunfereˆncia Γ1, enta˜o as duas circunfereˆncias se intersectam em dois pontos[10].
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sa˜o retos e, portanto as retas por PT e PQ sa˜o tangentes a Γ. A corda TQ intersecta
a semirreta
−→
OP no ponto P ′, enta˜o P e´ o inverso de P ′. Portanto, P ′ e´ o inverso de
P em Γ.

Proposic¸a˜o 5.12. Suponha que P seja um ponto exterior a` Γ e considere Γ1 a cir-
cunfereˆncia centrada em P que passa por O e intersecta Γ em T e Q. Sejam σ e σ1
circunfereˆncias de centros P e Q e de raios OT = OQ, conforme ilustrado na figura











Figura 5.17: Inversa˜o em relac¸a˜o a circunfereˆncia Γ com P no exterior.
Demonstrac¸a˜o 5.12. O triaˆngulo 4POT e´ iso´sceles, pois PT e PO sa˜o raios de Γ1.
Logo PÔT ∼= PT̂O. O triaˆngulo 4TOP ′ tambe´m e´ iso´sceles pois OT e P ′T sa˜o raios












Proposic¸a˜o 5.13. A inversa˜o numa circunfereˆncia e´ uma transformac¸a˜o que associa
cada circunfereˆncia (reta) do plano a uma circunfereˆncia ou a uma reta.
Demonstrac¸a˜o 5.13. A inversa˜o na circunfereˆncia Γ de centro na origem O(0, 0) e
raio r leva o ponto P (x, y) 6= (0, 0) ao ponto P ′(x′, y′) = P ′(λx, λy), λ > 0, sobre a
semirreta
−→
OP (vide figura 5.18), tal que
OP.OP ′ = r2.
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Seja P um ponto da circunfereˆncia (reta) σ dada pela equac¸a˜o
a(x2 + y2) + 2b1x+ 2b2y + c = 0.




















= a′(x′2 + y′2) + 2b′1x
′ + 2b′2y
′ + c′,
onde c′ = ak2, a′ = c, b′1 = b1k e b
′
2 = b2k.
Temos as seguintes situac¸o˜es:
• Se a = 0 e c = 0, σ e´ uma reta que passa pelo centro O da circunfereˆncia de






, com b2 6= 0. Logo σ′ e´ a mesma reta
que passa por O.
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• Se a = 0 e c 6= 0, σ e´ uma reta que na˜o passa pelo centro O da circunfereˆncia de
inversa˜o, enta˜o a′ 6= 0 e c′ = 0. Logo σ′ e´ uma circunfereˆncia que passa por O.
• Se a 6= 0 e c = 0, σ e´ uma circunfereˆncia que passa pelo centro O da circun-
fereˆncia de inversa˜o, enta˜o a′ = 0 e c′ 6= 0 e σ′ e´ uma reta que na˜o passa por
O.
• Se a 6= 0 e c 6= 0, σ e´ uma circunfereˆncia que na˜o passa pelo centro O da
circunfereˆncia de inversa˜o, enta˜o a′ 6= 0 e c′ 6= 0. Logo σ′ e´ uma circunfereˆncia
que na˜o passa por O.
Portanto σ′ e´ uma circunfereˆncia ou uma reta. 
Proposic¸a˜o 5.14. A inversa˜o na circunfereˆncia Γ preserva o aˆngulo entre retas in-
vertendo sua orientac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o 5.14. Sejam Γ uma circunfereˆncia de centro O e raio r, l1 e l2 duas
retas concorrentes. Sa˜o treˆs casos a serem analisados.
• As duas retas l1 e l2 passam pelo centro O.
As imagens l′1 e l
′
2 das retas l1 e l2 pela inversa˜o em Γ coincidem com l1 e l2.




Figura 5.19: Aˆngulo entre l1 e l2 com l1 e l2 passando por O.
Segue da definic¸a˜o de inversa˜o que os triaˆngulos 4OPQ e 4OQ′P ′ sa˜o seme-
lhantes. Logo P̂OQ ∼= Q̂′OP ′, como afirmado.
• l1 passa por O e l2 na˜o.
A imagem l′1 de l1 e´ a reta l1, enquanto que a imagem l
′
2 de l2 e´ uma circunfereˆncia
que passa por O. Se o ponto A e´ tal que A ∈ l1 ∩ l2, enta˜o a imagem do aˆngulo
Â = δl1l2 pela inversa˜o em Γ e´ B̂ = δl′1l′2. Conforme mostra a ilustrac¸a˜o da figura
5.20.
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Figura 5.20: Aˆngulo entre l1 e l2 com l1 passando por O e l2 na˜o.
Temos que B̂ = δl′1l′2 = δl1t1, onde t1 e´ a tangente a l
′
2 em B. A reta tangente
t2 a l
′
2 em O e´ paralela a` reta l2, caso contra´rio, existiria um ponto P , tal que
{P} = t2∩ l2, com P 6= O, pois O /∈ l2. Assim, a imagem de P seria P ′ ∈ t′2∩ l′2.
Como t2 = t
′
2, ter´ıamos P
′ e O pertencentes a` reta t2 e a` circunfereˆncia l′2, o
que seria um absurdo, pois t2 e´ tangente a l
′
2. Portanto, δl1l2
∼= δl′1t2 pois sa˜o
correspondentes. Seja {Q} = t1 ∩ t2, segue QO = QB, logo o triaˆngulo 4OQB
e´ iso´sceles, portanto δl1l2
∼= δl1t2 ∼= δl1t2, com orientac¸a˜o invertida.
• As retas l1 e l2 na˜o passam pela origem O.
As imagens l′1 e l
′
2 das retas l1 e l2 sa˜o circunfereˆncias que passam pela origem
O. A imagem do aˆngulo Â = δl1l2 sera´ o aˆngulo B̂ = δl′1l′2 = δt2r2, formado pelas









Figura 5.21: Aˆngulo entre l1 e l2 com l1 ∩ l2 6= O.




2 em O. Como t1 ‖ l1 e
r1 ‖ l2 os aˆngulos
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Ô = δl′1l′2
∼= δt1r1 e Â = δl1l2 sa˜o congruentes, pois sa˜o correspondentes. Seja
{D} = r1 ∩ r2, logo o triaˆngulo 4DOB e´ iso´sceles, assim
D̂OB ∼= D̂BO.
Seja {E} = t1 ∩ t2, logo o triaˆngulo 4EOB e´ iso´sceles, assim
ÊOB ∼= ÊBO.
Mas
Â ∼= δt1r1 ∼= ÊOB − D̂OB
∼= ÊBO − D̂BO
∼= δt2r2 = B̂.
Portanto δl1l2
∼= δl′1l′2 pela inversa˜o em Γ, com orientac¸a˜o invertida.

5.2.2 Inversa˜o na circunfereˆncia de Galileu S
Definic¸a˜o 5.4. Uma inversa˜o na circunfereˆncia S de centro Q e raio r e´ uma trans-
formac¸a˜o que associa cada ponto A 6= Q ao ponto A′ ∈
−→
QA, tal que QA.QA′ = r2.
Uma inversa˜o na circunfereˆncia de Galileu S e´ chamada de inversa˜o de 1a
espe´cie.
Para determinarmos a imagem A′ de um ponto A 6= Q por uma inversa˜o de
1a espe´cie, trac¸amos um ciclo Z por A intersectando S em B e C, tal que os raios QB
e QC de S sejam tangentes a` Z em B e C. Enta˜o A′ e´ o segundo ponto de intersec¸a˜o
de todos os ciclos que passam por A e que sa˜o tangenciados pelos raios a partir do
centro Q, incluindo a reta l por Q e A. Veja a figura 5.22.
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Figura 5.22: Inversa˜o na circunfereˆncia de Galileu.
Esta construc¸a˜o se justifica pela poteˆncia do ponto Q em relac¸a˜o ao ciclo
Z. Temos
PotZ(Q) = QA.QA′ = QC
2
= r2.
Se A ∈ S, enta˜o todos os ciclos Z tangenciados pelo raio QA sa˜o tangentes uns aos
outros em A; desta forma temos A = A′. Uma consequeˆncia da definic¸a˜o da inversa˜o
de 1a espe´cie e´ que ela leva cada reta especial m a uma reta especial m′, tal que o
produto das distaˆncias do centro Q ate´ m e m′ vale r2.
Proposic¸a˜o 5.15. A inversa˜o de 1a espe´cie associa o ciclo (reta) z ao ciclo ou reta
z′.
Demonstrac¸a˜o 5.15. Seja S uma circunfereˆncia de centro O(0, 0) e raio r. Uma
inversa˜o de 1a espe´cie leva o ponto A(x, y) 6= O ao ponto A′(x′, y′) = A′(λx, λy) ∈
−→
OA,

























O ciclo (ou reta) z tem equac¸a˜o
y = ax2 + 2bx+ c.















x′2 + 2bx′ + ak.




, b′ = b, c′ = ka.
Temos as seguintes situac¸o˜es:
• Se a = 0 e c = 0, z e´ uma reta que passa por O, enta˜o a′ = 0 e c′ = 0. Logo z′ e´





𝔃 = 𝔃′ 
𝒙 
𝒚 
Figura 5.23: Uma reta que passa pela origem e´ levada na mesma reta.
• Se a = 0 e c 6= 0, z e´ uma reta que na˜o passa por O, enta˜o a′ 6= 0 e c′ = 0. Logo
z′ e´ um ciclo que passa pelo centro O. Veja a figura 5.24.
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Figura 5.24: Uma reta que na˜o passa por O e´ levada no ciclo que passa por O.
• Se a 6= 0 e c = 0, z e´ um ciclo que passa por O, enta˜o a′ = 0 e c′ 6= 0. Logo z′ e´
uma reta que na˜o passa pelo centro O. Veja a figura 5.24.
• Se a 6= 0 e c 6= 0, z e´ um ciclo que na˜o passa por O, enta˜o a′ 6= 0 e c′ 6= 0. Logo








Figura 5.25: Ciclos que na˜o passam por O sa˜o levados em ciclos que na˜o passam por
O.

5.2.3 Inversa˜o no ciclo Z
Definic¸a˜o 5.5. Uma inversa˜o no ciclo Z, tambe´m chamada de inversa˜o de 2a espe´cie,
e´ uma aplicac¸a˜o que deixa fixo cada ponto de Z e leva cada ponto P exterior a Z ao
ponto P ′, intersec¸a˜o do diaˆmetro d por P com a corda AB, onde A e B sa˜o os pontos
de intersec¸a˜o das tangentes a` Z a partir de P , conforme ilustra a figura 5.26.
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Figura 5.26: Inversa˜o no ciclo Z.
Equivalentemente, uma inversa˜o de 2a e´specie leva um ponto P ao ponto
P ′ na reta especial d (diaˆmetro) por P , tal que Z bissecta o segmento PP ′ no ponto
T . Portanto,
PT = TP ′ ou δPT = δTP ′ .
De fato AP = PB, logo d intersecta AB no ponto me´dio. Segue que a reta
t tangente ao ciclo Z em T e´ paralela a` corda AB. Se M ∈ AP ∩ t, enta˜o AM = MT .
Segue que a reta especial l por M e´ equidistante das retas especiais d e f , em que f
passa por A. Se N ∈ l ∩AB, enta˜o MN e´ base me´dia do triaˆngulo 4APP ′, conforme




















= MN e TP ′ = MN,
logo
PP ′ = 2TP ′.
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Mas PP ′ = PT + TP ′, da´ı PT = TP ′.
Proposic¸a˜o 5.16. Uma inversa˜o de 2a espe´cie associa o ciclo (reta) z ao ciclo ou reta
z′.
Demonstrac¸a˜o 5.16. Seja Z um ciclo de equac¸a˜o y = αx2. Uma inversa˜o de 2a
espe´cie leva o ponto P (x, y) ao ponto P ′(x′, y′) = P ′(x, y′) da reta especial ` por P , tal










𝔃 𝓩 𝓵 
Figura 5.28: Ciclo z levado no ciclo z′.
Segue que P ′T = TP . Assim,
αx2 − y′ = y − αx2
y = 2αx2 − y′.
Mas x = x′, logo
y = 2αx′2 − y′.
Enta˜o uma inversa˜o de 2a espe´cie no ciclo Z leva o ciclo (reta) z de equac¸a˜o y =
ax2 + 2bx+ c a` curva z′ de equac¸a˜o
2αx′2 − y′ = ax′2 + 2bx′ + c,
isto e´
y′ = a′x′2 + 2b′x′ + c′,
onde
a′ = 2α− a, b′ = −b e c′ = −c.
Como as curvaturas de z, z′ e Z sa˜o ρ = 2a, ρ′ = 2a′ e P = 2α, respectivamente,
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temos
ρ′ = 2(2α− a)
= 2P − ρ.
Desta forma uma inversa˜o de 2a espe´cie leva um ciclo de curvatura ρ = 2P numa reta
e leva uma reta num ciclo de curvatura 2P. A figura 5.29 ilustra este caso. Nos demais





𝓩 𝓩 𝓩′ 
𝝆 = 𝟐𝚸 
Figura 5.29: Ciclo z levado na reta z′.

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Cap´ıtulo 6
Proposta de atividades para a sala
de aula
Neste cap´ıtulo, propomos quarenta e uma atividades para a sala de aula
que ilustram como o trabalho com uma geometria na˜o euclidiana pode auxiliar na
aprendizagem de conceitos da geometria euclidiana. Estas atividades, que independem
de conhecimentos pre´vios a respeito da geometria de Galileu, esta˜o distribu´ıdas em nove
sec¸o˜es onde sa˜o explorados alguns conceitos ba´sicos e te´cnicas da geometria euclidiana
tais como transformac¸o˜es geome´tricas, relac¸o˜es no triaˆngulo, o teorema de Pita´goras
e construc¸o˜es com re´gua e compasso. Ale´m disso, as atividades trabalham muito a
mudanc¸a de quadros (desenvolvimento dos conceitos tanto sob o aspecto da geometria
euclidiana quanto da geometria anal´ıtica) e a mudanc¸a de representac¸o˜es, ora alge´brica,
ora geome´trica [12] e [13].
Algumas atividades se enquadram na metodologia de resoluc¸a˜o de problemas[1]
e [15], enquanto que outras direcionam mais o aluno para que chegue a uma determi-
nada construc¸a˜o ou resultado. Tal como sugerido pelos PCN (Paraˆmetros Curriculares
Nacionais) [5] e [6], va´rias atividades teˆm foco nas construc¸o˜es geome´tricas com re´gua
e compasso, na visualizac¸a˜o e aplicac¸a˜o de propriedades. As atividades podem ser
aplicadas no 3o ano do ensino me´dio, dentro do conteu´do de geometria anal´ıtica ou ate´
mesmo no 1a ano, durante o estudo de func¸o˜es.
Apesar de na˜o mencionarmos nada a respeito, por na˜o ser o foco desta
dissertac¸a˜o, programas de geometria dinaˆmica podem ser usados no desenvolvimento
de va´rias atividades.
A u´ltima sec¸a˜o deste cap´ıtulo apresenta sugesto˜es para a mediac¸a˜o das
atividades que indicam como proceder em sala de aula. De forma geral, o objetivo
da mediac¸a˜o e´ subsidiar o aluno na resoluc¸a˜o das tarefas para que siga seu pro´prio
caminho.
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6.1 Medida de distaˆncias
Considere o triaˆngulo 4ABC, cujas coordenadas dos ve´rtices sa˜o A(0, 2),
B(3, 4) e C(5, 0).
Atividade 1
1. Marque, no mesmo sistema de coordenadas ortogonais, o triaˆngulo 4ABC e sua
imagem, 4A1B1C1, pelo cisalhamento{
x1 = x
y1 = 2x+ y.
2. Repita o procedimento do item anterior para o quadrila´tero PQMN , onde P (−1,−2),
Q(0, 3), M(4, 5) e N(2, 0).
3. Utilizando os itens 1 e 2, qual e´ a relac¸a˜o entre os comprimentos das projec¸o˜es
dos lados do triaˆngulo 4ABC e do quadrila´tero PQMN sobre o eixo Ox e os
comprimentos das projec¸o˜es das respectivas imagens pelo cisalhamento, sobre o
eixo Ox?
4. Como podemos calcular os comprimentos destas projec¸o˜es?
Atividade 2
1. Como calculamos a distaˆncia entre dois pontos na geometria euclidiana?
2. O cisalhamento da atividade 1 preserva a distaˆncia euclidiana entre dois pontos?
3. Calcule a distaˆncia d(A,B) = xB − xA, onde A(0, 2) e B(3, 4). Repita o procedi-
mento para d(A1, B1) em que A1 e B1 sa˜o as imagens de A e B pelo cisalhamento
da atividade 1. Qual relac¸a˜o pode ser observada entre as distaˆncias d(A,B) e
d(A1, B1)?
4. Se dois pontos pertencem a uma mesma reta paralela ao eixo Oy como calcular
a distaˆncia nos dois modelos de geometria?(Euclidiana e galileana)
Atividade 3
1. Marque no mesmo sistema de coordenadas o triaˆngulo 4A1B1C1 da atividade 1
e sua imagem 4A′B′C ′ pela translac¸a˜o{
x′ = x1 + 3
y′ = y1 + 1.
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2. A translac¸a˜o e´ uma transformac¸a˜o que preserva distaˆncias nas duas geometrias?
Justifique.
3. Escreva a transformac¸a˜o T composta pelo cisalhamento da atividade 1 e pela
translac¸a˜o do item 1 desta atividade. Represente no plano o triaˆngulo 4ABC e
sua imagem 4A′1B′1C ′1 pela transformac¸a˜o T .
Atividade 4
1. Quais sa˜o as medidas galileanas dos lados do triaˆngulo4ABC, cujas coordenadas
dos ve´rtices sa˜o A(0, 2), B(3, 4) e C(5, 0) 4ABC?
2. Qual relac¸a˜o pode ser observada entre as medidas do item anterior?
3. Esta relac¸a˜o e´ va´lida na geometria euclidiana?
6.2 Medida de aˆngulo
Material: Papel quadriculado.
Sejam r1 e r2 retas de equac¸o˜es x+ y − 5 = 0 e 2x− y − 1 = 0.
Atividade 5
1. Determine as coordenadas do ponto A ∈ r1 ∩ r2 e fac¸a a representac¸a˜o gra´fica no
sistema de coordenadas ortogonais.
2. Trace a reta m de equac¸a˜o x = xA + 1, onde xA e´ a abscissa do ponto A obtido
no item 1. Determine as coordenadas dos pontos B e C, tais que, B ∈ r1 ∩m e
C ∈ r2 ∩m.
Atividade 6
1. Calcule a distaˆncia especial δBC , em que B e C sa˜o os pontos cujas coordenadas
foram obtidas na atividade anterior.
2. Obtenha o valor de k2 − k1, onde k1 e k2 sa˜o as declividades das retas r1 e r2.
3. Compare os resultados obtidos nos dois itens anteriores.
4. Escolha duas retas que se intersectam e repita os procedimentos dos itens 2 da
atividade anterior e 1 e 2 desta atividade.
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Atividade 7
1. Sob o cisalhamento da atividade 1 determine k′2 − k′1.
2. Na geometria de Galileu, o cisalhamento e a translac¸a˜o deixam invariantes as
medidas de distaˆncia e aˆngulo. Com base nessa informac¸a˜o, como voceˆ definiria
o aˆngulo entre duas retas nessa geometria?
3. Com base na atividade 5, descreva um procedimento para medir o aˆngulo entre
duas retas concorrentes quaisquer.
4. Na geometria de Galileu uma reta paralela ao eixo Oy e´ chamada de reta especial,
caso contra´rio, a reta e´ chamada de reta ordina´ria. O que dizer da medida do
aˆngulo entre uma reta ordina´ria e uma reta especial?
6.2.1 Triaˆngulos
Material: Papel quadriculado, re´gua e compasso.
Considere as retas r1 : x + 2y = 8, r2 : x − 2y = −4 e r3 : 3x − 2y = 8 e os
pontos {A} = r1 ∩ r3, {B} = r1 ∩ r2 e {C} = r2 ∩ r3.
Atividade 8
1. Determine as coordenadas dos pontos A, B e C.
2. Trace as retas r1, r2 e r3 num sistema de coordenadas ortogonais e marque as
coordenadas dos pontos A, B e C.
3. Quais sa˜o as medidas galileanas dos aˆngulos Â, B̂ e Ĉ do triaˆngulo 4ABC?
4. Qual relac¸a˜o existe entre os aˆngulos do triaˆngulo 4ABC?
Atividade 9
1. Utilize o compasso para determinar os pontos me´dios dos segmentos, cujos com-
primentos representam os aˆngulos(Galileu) Â, B̂ e Ĉ e trace as semirretas de
origem nos ve´rtices e que passam pelos respectivos pontos me´dios obtidos.
2. As treˆs bissetrizes de 4ABC possuem um u´nico ponto comum?
3. Compare o que foi observado anteriormente com o que ocorre na geometria eu-
clidiana.
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6.3 Circunfereˆncia
6.3.1 Primeira definic¸a˜o
Considere o lugar geome´trico formado pelo conjunto dos pontos M que esta˜o
a uma distaˆncia fixa r de um ponto Q.
Atividade 10
1. Represente no sistema de coordenadas ortogonais o conjunto Γ dos pontos M ,
considerando r medido de forma euclidiana.
2. Represente no sistema de coordenadas ortogonais o conjunto S dos pontos M ,
considerando r medido de forma galileana.
3. Qual e´ o nome das figuras que ilustram os conjuntos Γ e S?
4. O ponto Q e´ u´nico para os dois conjuntos Γ e S?
6.3.2 Segunda definic¸a˜o
As atividades 11, 12 e 13 se enquadram no aˆmbito da geometria euclidiana.
Atividade 11
Material: re´gua, compasso, papel vegetal
1. Trace um segmento AB. Trace um aˆngulo α no papel vegetal. Utilizando este
aˆngulo marque pontos que enxergam AB segundo α.
2. Ligue os pontos obtidos no item anterior. Qual seria a curva candidata a passar
por estes pontos?
3. Trace com re´gua e compasso a curva candidata.
4. Somente os pontos desse arco enxergam AB segundo o aˆngulo α? Fac¸a uma
figura representativa.
Atividade 12
1. Descreva uma construc¸a˜o com re´gua e compasso do arco capaz do aˆngulo α =
∠BAX dado, sobre um segmento AB dado?
2. Construa o arco capaz do aˆngulo α = ∠BAX sobre o segmento AB.
3. Constru´ıdo o primeiro arco, construa o segundo.
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Atividade 13
1. Sejam um segmento AB e um aˆngulo α = ∠BAX. Considerando-se que N e M
esta˜o em semiplanos opostos em relac¸a˜o a AB, trace com re´gua e compasso, na
mesma construc¸a˜o:
a) o arco capaz
_
AB de α = ÂMB sobre AB.
b) o arco capaz de ÂNB = 180◦ − α sobre AB.
2. O teorema Um quadrila´tero e´ inscrit´ıvel se, e somente se, seus aˆngulos opostos
sa˜o suplementares, permite estabelecer alguma relac¸a˜o entre os arcos obtidos no
item anterior?
3. Utilizando-se dos termos “hora´rio” e “anti-hora´rio” para determinar a orientac¸a˜o
de um aˆngulo, diga qual e´ a orientac¸a˜o dos aˆngulos α = ∠AMB e ∠ANB =
180◦ − α do item 1.
4. Usando a construc¸a˜o anterior, qual condic¸a˜o deve ser imposta ao aˆngulo α para
que todos os pontos da circunfereˆncia enxerguem AB sob este aˆngulo?
6.4 Ciclo
Nesta sec¸a˜o as atividades devera˜o ser desenvolvidas utilizando distaˆncia e
aˆngulo da geometria de Galileu.
Atividade 14
Material: kit para construc¸a˜o do ciclo e papel A3.
Segue em anexo as imagens do kit, denominado parabolator, utilizado na realizac¸a˜o
desta atividade.
1. Quais sa˜o os objetos geome´tricos essenciais a` medic¸a˜o de um aˆngulo na geometria
de Galileu?
2. Identifique esses objetos essenciais no kit distribu´ıdo.
3. Escolha um segmento AB e marque os pontos A e B numa folha; determine o
aˆngulo sob o qual os pontos M enxergara˜o o segmento AB.
4. Use o kit para marcar esses pontos M sobre a folha.
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Atividade 15
Para deduzirmos uma equac¸a˜o para o ciclo Z, considere um segmento or-
dina´rio AB de extremos A(a1, a2) e B(b1, b2) sobre Z e um ponto M(x, y) ∈ Z tal que
ÂMB = α.
1. Determine as declividades k1 de MA e k2 de MB.
2. Escreva a expressa˜o do aˆngulo α.
3. Por que o valor b1 − a1 deve ser diferente de zero?
4. Escrevendo a equac¸a˜o obtida no item 2 para o ciclo Z, na forma y = ax2+2bx+c,
quais sa˜o os valores de a, 2b e c?
5. Qual e´ a curva descrita pela equac¸a˜o do item 4 na geometria euclidiana?
Atividade 16
Material: Papel quadriculado e re´gua.
Sejam Z um ciclo de equac¸a˜o y = 1
2
x2−3x+6 e P (2, 0) um ponto do plano.
1. Escreva as equac¸o˜es das retas t1 e t2 passando por P e tangentes ao ciclo Z.
2. Determine as coordenadas de {A} = t1∩Z e {B} = t2∩Z. Marque estes pontos
no plano xOy e trace o ciclo Z e as retas t1 e t2.
3. Verifique que o ponto C(6, 6) pertence a Z. Obtenha a medida do aˆngulo ÂCB.
4. Escolha um ponto D ∈ Z. Determine a medida do aˆngulo ÂDB e compare com
a medida do aˆngulo ÂCB.
5. Quais sa˜o as medidas dos aˆngulos P̂AB e P̂BA?
Atividade 17
1. De acordo com a atividade 16, qualifique o triaˆngulo PAB quanto aos lados.
Justifique.
2. Determine as coordenadas de M , ponto me´dio de AB. Classifique em especial
ou ordina´ria a reta que passa por P e M .
3. A altura PM e´ bissetriz de ÂPB? Por que?
4. O que voceˆ observou no item 3 ocorreria na geometria euclidiana?
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Considere o ciclo Z de equac¸a˜o y = x2.
Atividade 18
1. Trace o ciclo Z no plano xOy.
2. Obtenha a imagem Z1 de Z pelo cisalhamento{
x = x1
y = y1 − 3x1.
3. Trace a imagem Z1 no mesmo plano de Z.
4. Escolha um ponto A tal que A ∈ Z , determine a sua imagem A1 pelo cisalha-
mento dado e marque A e A1 na representac¸a˜o do item anterior.
5. Qual e´ a distaˆncia (Galileu) entre A e A1?
Atividade 19
1. Obtenha as coordenadas do ponto A′ imagem de A1 (obtido no item 4 da atividade
anterior) pela translac¸a˜o {
x′ = x1 + 32
y′ = y1 + 94 .
Marque este ponto no mesmo plano xOy da atividade 18. Determine a relac¸a˜o
entre y′ e x′.
2. Qual e´ a distaˆncia entre os pontos A e A′ na geometria de Galileu?
Atividade 20
1. Escreva uma transformac¸a˜o T composta pelo cisalhamento do item 2 da atividade
18 e a translac¸a˜o do item 1 da atividade 19.
2. Escolha um ponto P ∈ Z, obtenha sua imagem P ′ pela transformac¸a˜o T do item
anterior e represente estes pontos no plano xOy.
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3. Qual e´ o efeito da transformac¸a˜o T sobre um ponto de Z?
4. Denotando a transformac¸a˜o T de rotac¸a˜o c´ıclica, deˆ a sua definic¸a˜o.
6.5.2 Parte 2










1. Quais sa˜o as medidas dos lados e dos aˆngulos do triaˆngulo 4ABC, na geometria
de Galileu?
2. Qual e´ a equac¸a˜o do ciclo que conte´m os pontos A, B e C?
3. Qual e´ a distaˆncia (Galileu) do ponto B a` origem?
Atividade 22
1. Obtenha a imagem B1 de B pelo cisalhamento{
x = x1
y = y1 − vx1,
para v = −1.
2. Escreva a expressa˜o da rotac¸a˜o c´ıclica que leva o ponto B a` origem.
3. Obtenha as imagens A′ e C ′ de A(−2, 2) e C (3, 9
2
)
pela rotac¸a˜o c´ıclica do item
anterior.
Atividade 23
1. Trace, no mesmo sistema xOy, o ciclo que passa por A, B e C e os triaˆngulos
4ABC e 4A′B′C ′, em que A′, B′ e C ′ sa˜o as imagens de A, B e C pela rotac¸a˜o
c´ıclica da atividade anterior.
2. Quais sa˜o as medidas dos lados e dos aˆngulos do triaˆngulo 4A′B′C ′?
3. Qual e´ a relac¸a˜o entre as medidas dos lados e dos aˆngulos dos triaˆngulos 4ABC
e 4A′B′C ′?
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6.6 Poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o a uma cir-
cunfereˆncia euclidiana
6.6.1 Identificando a poteˆncia de um ponto
Material: re´gua, compasso, papel vegetal.
Atividade 24
1. Trace uma circunfereˆncia euclidiana Γ de centro O e raio 5cm.
2. Trace duas retas r e s, secantes a Γ, passando por um ponto P no exterior de Γ.
3. Sejam A,B ∈ r ∩ Γ e C,D ∈ s ∩ Γ. Compare os lados dos triaˆngulos 4PAD e
4PCB.
4. Existe alguma relac¸a˜o de proporcionalidade entre as medidas dos lados dos triaˆngulos
obtidas no item anterior? Qual?
5. Seja q uma reta qualquer por P que intersecte Γ em E e F . Por que o produto
PE.PF independe da escolha da reta q?
6. Formalize e demonstre o resultado obtido.
Atividade 25
1. Trace uma circunfereˆncia de centro O, raio 5cm e as cordas AB e CD que se
intersectam em um ponto P no interior de Γ.
2. Compare os lados dos triaˆngulos 4PAC e 4PDB. Identifique uma proporcio-
nalidade entre as medidas dos lados desses triaˆngulos.
3. Sabendo que a medida alge´brica de um segmento orientado e´ o nu´mero real
que corresponde a` diferenc¸a entre as abscissas da extremidade e da origem desse
segmento, o que difere no produto PA.PB quando o ponto P e´ interior ou exterior
a` circunfereˆncia?
4. Se o ponto P ∈ Γ, enta˜o P = A. Qual e´ o valor de PA.PB?
Atividade 26
1. Denote por Pot(P ) = PA.PB. Trace a tangente PT a Γ em T e determine
Pot(P ).
2. Mostre que Pot(P ) = d2 − r2, em que d = PO e r e´ a medida do raio de Γ.
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6.6.2 Poteˆncia de forma anal´ıtica
Atividade 27
Material: papel quadriculado, re´gua e compasso.
1. Trace no sistema xOy uma circunfereˆncia Γ centrada na origem O e de raio 5cm.
Marque o ponto P (7, 3) e trace uma reta passando por P , secante a Γ.
2. Determine o valor de Pot(P ).
3. Escreva a equac¸a˜o da circunfereˆncia Γ na forma x2 + y2 + 2px + 2qy + f = 0.
Substitua x e y no lado esquerdo da equac¸a˜o pelas coordenadas do ponto P e
compare com o valor de Pot(P ) obtido no item anterior. Como se explica isso?
4. Descreva o conjunto cujos pontos possuem a mesma poteˆncia Pot(P ) em relac¸a˜o
a Γ obtido no item anterior.
6.7 Poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o a um ciclo
Material: papel quadriculado e re´gua.
Sejam a reta l : 3x − 2y = 0 e o ciclo Z : y = 1
2
x2 − x + 2. Utilize a distaˆncia
da geometria de Galileu nas atividades seguintes.
Atividade 28
1. Determine as coordenadas dos pontos de intersec¸a˜o A e B entre a reta l e o ciclo
Z.
2. Trace no plano xOy o ciclo e a reta. Marque os pontos A e B.
3. Calcule o produto d(P,A) · (P,B), onde P (0, 0).
4. Escreva a equac¸a˜o do ciclo Z na forma x2 + 2b1x + 2b2y + c = 0 e substitua
as coordenadas do ponto P no lado esquerdo desta equac¸a˜o. Compare com o
resultado do item anterior. Como se explica o observado?
Atividade 29
1. Determine a equac¸a˜o da reta tangente a Z por P . Qual e´ a distaˆncia d(P, T ),
onde T e´ o ponto de tangeˆncia?
2. Qual e´ a relac¸a˜o entre d(P, T ) e d(P,A) ·d(P,B) do item 3 da atividade anterior?
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6.8 Inversa˜o na circunfereˆncia euclidiana
Nas atividades seguintes, considere as medic¸o˜es das distaˆncias e dos aˆngulos da geo-
metria euclidiana.
A inversa˜o na circunfereˆncia Γ de centro O e raio r e´ uma transformac¸a˜o que leva cada
ponto P 6= O a um u´nico ponto P ′ ∈
−→
OP , semirreta de origem em O que passa por P ,
tal que OP.OP ′ = r2. A imagem P ′ e´ chamada de o inverso de P pela inversa˜o em Γ.
6.8.1 Construc¸a˜o do inverso de um ponto P
Material: re´gua e compasso.
Atividade 30
1. Trace uma circunfereˆncia Γ de centro em O e raio r. Marque um ponto P 6= O
no interior de Γ.
2. Trace a semirreta
−→
OP e a reta l perpendicular a
−→
OP por P . Marque os pontos
{T1} = l ∩ Γ e {T2} = l ∩ Γ.
3. Trace a reta t perpendicular a` reta OT1 passando por T1. Marque P
′ = t ∩OP .
4. Por que o ponto P ′ e´ o inverso do ponto P pela inversa˜o em Γ?
5. O ponto P ′ poderia ser interior a Γ?
Atividade 31
1. Trace uma circunfereˆncia Γ de centro em O e raio r. Marque um ponto P no
exterior de Γ.
2. Trace uma circunfereˆncia Γ1 com centro em P e raio OP . Marque os pontos T1
e T2 de intersec¸a˜o entre Γ e Γ1.
3. Com o centro em T1 e raio OT1 trace a circunfereˆncia γ. A circunfereˆncia γ
intersecta
−→
OP em P ′ 6= O, imagem de P .
4. Por que o ponto P ′ e´ o inverso do ponto P pela inversa˜o em Γ?
5. Qual e´ a imagem P ′ do ponto P , se P ∈ Γ?
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Atividade 32
1. Trace uma circunfereˆncia Γ de centro em O e raio r. Determine as imagens A′ e
B′ de A e B pela inversa˜o em Γ, se O,A e B sa˜o na˜o colineares.
2. Utilizando a definic¸a˜o de inversa˜o, mostre que os triaˆngulos 4OB′A′ e 4OAB
sa˜o semelhantes.
6.8.2 Inversa˜o na circunfereˆncia de forma anal´ıtica
Material: Papel quadriculado, re´gua e compasso.
Seja Γ uma circunfereˆncia de centro O(0, 0) e raio r = 4cm.
Atividade 33
1. Trace a circunfereˆncia Γ no sistema de coordenadas xOy. Escolha e marque um
ponto P 6= O. Trace a semirreta
−→
OP .
2. Determine as coordenadas do ponto P ′, inverso de P pela inversa˜o em Γ. Marque
este ponto no plano xOy do item 1 .
3. Qual seria a imagem de uma reta que passa pelo centro O da circunfereˆncia Γ?
Atividade 34
1. Trace no sistema de coordenadas xOy a circunfereˆncia Γ e a reta l que passa
pelos pontos A(6, 2) e B(2,−6).
2. Determine as coordenadas das imagens A′ e B′ de A e B pela inversa˜o em Γ e
marque estes pontos no sistema xOy.
3. Determine as coordenadas de P ∈ l, pe´ da perpendicular a l baixada de O e de
sua imagem P ′ pela inversa˜o em Γ. Marque estes pontos.
4. Utilize a definic¸a˜o de inversa˜o para mostrar que os triaˆngulos 4OA′P ′ e 4OPA
sa˜o semelhantes. Conclua que o aˆngulo ÔA′P ′ e´ reto e, portanto, o triaˆngulo
4OA′P ′ esta´ inscrito numa circunfereˆncia de diaˆmetro OP ′.
5. Escreva a equac¸a˜o da circunfereˆncia l′ que passa pelos pontos O, A′ e P ′.
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Atividade 35
1. Sejam C(x, y) um ponto e C ′(x′, y′) o seu inverso em relac¸a˜o a Γ. Por que x = λx′
e y = λy′, λ ∈ R?
2. Determine a equac¸o˜es da reta l do item 1 da atividade 34 e de sua imagem l′,
pela inversa˜o em Γ. Utilize a definic¸a˜o de inversa˜o e o item anterior.
3. Qual curva descreve a equac¸a˜o de l′ obtida no item anterior?
4. Compare a equac¸a˜o de l′ do item anterior com a obtida no item 5 da atividade
34.
5. De maneira geral qual sera´ a imagem pela inversa˜o em Γ de uma reta que na˜o
passa pela origem?
6.9 Inversa˜o no ciclo
Material: re´gua e papel quadriculado.
Nas atividades desta sec¸a˜o considere a medic¸a˜o das distaˆncias e dos aˆngulos na ge-
ometria de Galileu.
6.9.1 Inverso de um ponto
Sejam o ciclo Z de equac¸a˜o y = 1
4




1. Trace no plano xOy o ciclo Z e marque o ponto P /∈ Z.
2. Seja l1, a reta especial por P . Determine as coordenadas dos pontos T1 e P
′, tais
que {T1} = l1 ∩ Z e PT1 = T1P ′. Marque estes pontos no plano. O ponto P ′ e´
chamado de inverso ou imagem de P pela inversa˜o no ciclo Z.
3. Escolha os pontos Q ∈ l2 e R ∈ l3 em que l2 e l3 sa˜o as retas especiais de equac¸o˜es
x = 1 e x = −2, respectivamente. Determine os pontos Q′ e R′, inversos de Q e
R pela inversa˜o em Z. Marque estes pontos no plano.
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Atividade 37
1. Se os pontos P,Q e R da atividade anterior estiverem alinhados, escreva a equac¸a˜o
da reta que os conte´m. Se na˜o, escreva a equac¸a˜o do ciclo que os conte´m.
2. Repita o procedimento do item anterior para as imagens P ′, Q′ e R′ e trace a
curva por estes pontos.
6.9.2 Inverso de uma reta ordina´ria
Material: re´gua e papel quadriculado.




1. Trace no mesmo sistema xOy o ciclo Z e a reta z de equac¸a˜o x− y = 3.
2. Trace uma reta especial m e sejam {P} = m ∩ z e {T} = m ∩ Z. Determine a
expressa˜o da distaˆncia especial TP .
3. Determine a expressa˜o das coordenadas de P ′ ∈ m, tal que TP = P ′T .
4. Qual e´ a curva z′ que conte´m os pontos P ′? Esboce esta curva no mesmo sistema
de coordenadas dos itens anteriores.
5. Chamamos de curvatura ρ o dobro do valor do coeficiente do termo do segundo
grau da equac¸a˜o do ciclo. No caso da curva ser uma reta, a curvatura ρ sera´ nula.
Quais sa˜o os valores das curvaturas de Z e z′?
Atividade 39
1. A curva z′ da atividade anterior e´ chamada de inverso ou imagem de z pela
inversa˜o em relac¸a˜o ao ciclo Z. Determine w′, imagem de w pela inversa˜o em
relac¸a˜o a Z, onde w e´ a reta de equac¸a˜o 2x+ y = 1.
2. Trace, num sistema de coordenadas xOy, a reta w e as curvas w′ e Z.
3. Quais sa˜o as curvaturas de w′ e Z. Compare com as curvaturas obtidas no item
5 da atividade anterior. Ha´ alguma relac¸a˜o entre elas?
4. Conjecture a respeito do inverso de uma reta ordina´ria em relac¸a˜o a um ciclo Z.
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6.9.3 Inverso de um ciclo
Atividade 40
Seja Z o ciclo de equac¸a˜o y = 1
4
x2.
1. Trace no mesmo sistema xOy o ciclo Z e o ciclo z de equac¸a˜o y = x2 − x− 2.
2. Trace a reta especial m, tal que m ∩ z = {P} e m ∩ Z = {T}. Determine a
expressa˜o da distaˆncia especial TP , para um ponto P qualquer de z.
3. Para um ponto P qualquer de z, determine a expressa˜o das coordenadas de
P ′ ∈ m, tal que TP = P ′T .
4. Qual e´ a curva z′ que conte´m os pontos P ′? Esboce esta curva no mesmo sistema
de coordenadas dos itens anteriores.
5. Quais sa˜o os valores das curvaturas de Z, z e z′?
Atividade 41
Seja Z1 o ciclo de equac¸a˜o y = 12x2.
1. Trace no mesmo sistema xOy o ciclo Z1 e o ciclo z de equac¸a˜o y = x2 − x− 2.
2. Determine z′, imagem de z pela inversa˜o em relac¸a˜o a Z1.
3. Qual e´ a curva z′? Fac¸a o esboc¸o de z′ no sistema xOy do item 1.
4. Quais sa˜o os valores das curvaturas de Z1 e do ciclo z?
5. Conjecture a respeito do inverso de um ciclo em relac¸a˜o a um ciclo Z.
6. Generalize os resultados obtidos sobre a inversa˜o de uma reta e de um ciclo em
relac¸a˜o ao ciclo Z.
6.10 Sugesto˜es para a mediac¸a˜o das atividades
Quando se faz uso da metodologia de resoluc¸a˜o de problemas, ha´ uma forte
atividade de investigac¸a˜o tanto por parte do professor quanto por parte do aluno [1] e
[15]. Esta metodologia e´ caracterizada por considerar os estudantes como participantes
ativos, os problemas bem definidos e sua resoluc¸a˜o coordenada. O professor deixa de
ser expositor e assume o papel de mediador. Desta forma, na aula, o aluno assume o
papel principal e o professor o papel secunda´rio. E´ necessa´rio um per´ıodo de adaptac¸o˜es
para que os alunos se familiarizem com a metodologia e criem coragem para errar e
corrigir seus pro´prios erros.
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As atividades propostas podem ser desenvolvidas em grupos ou individu-
almente. Os participantes podem adotar as mais variadas estrate´gias para chegar a`
soluc¸a˜o. Entre elas encontram-se: fazer um desenho, testar, usar racioc´ınio lo´gico, tra-
balhar do fim para o comec¸o, escrever uma equac¸a˜o, fazer um gra´fico, utilizar a re´gua
para medir, conceber problemas auxiliares para resolver o problema original, etc.
Assim, para auxiliar o trabalho do professor na aplicac¸a˜o das atividades
propostas, apresentamos uma sequeˆncia de sugesto˜es para a sua mediac¸a˜o.
6.10.1 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.1 - Medida de distaˆncias
Esta sec¸a˜o e´ composta por treˆs atividades que teˆm como objetivo principal
mostrar como e´ calculada a distaˆncia entre dois pontos na geometria de Galileu.
Atividade 1
Nos dois primeiros itens o professor deve acompanhar se os alunos esta˜o
trac¸ando de forma correta os pol´ıgonos no papel quadriculado. Podem ser feitos alguns
questionamentos como por exemplo: o que acontece com as imagens dos pontos que
esta˜o sobre o eixo Oy pelo cisalhamento? Se um lado e´ levado sobre um lado ou na˜o.
Em caso afirmativo, como confirmar este fato?
Nos itens 3 e 4, alguns alunos podem na˜o saber o que e´ projec¸a˜o sobre
o eixo Ox o professor pode explicar previamente. O papel quadriculado favorece a
visualizac¸a˜o. Para encerrar a atividade 1, calcula-se os comprimentos das projec¸o˜es
utilizando a diferenc¸a entre as abscissas dos extremos dos segmentos.
Atividade 2
O item 1 pede a distaˆncia entre dois pontos na geometria euclidiana: alguns
alunos podem na˜o se recordar deste fato. Neste caso, o professor deve interferir, citando
o teorema de Pita´goras. No item 2 os alunos devem observar que o cisalhamento
na˜o preserva distaˆncias euclidianas. O professor deve estar atento para que os alunos
redijam esta conclusa˜o claramente. O objetivo do terceiro item e´ fazer com que os
alunos percebam que o comprimento da projec¸a˜o de um segmento sobre o eixo Ox e´
invariante sob o cisalhamento e, a partir desta informac¸a˜o, definir a distaˆncia alge´brica
entre dois pontos na geometria de Galileu como a diferenc¸a das abscissas destes pontos.
O u´ltimo item da atividade trabalha a distaˆncia entre dois pontos pertencentes a uma
mesma reta vertical. O aluno vai observar que esta distaˆncia na geometria de Galileu
e´ nula.
O professor pode ajudar na definic¸a˜o de distaˆncia especial. Se tiver propos-
tas de definic¸a˜o, o professor deve analisar todas elas com a turma para ver se sa˜o ou na˜o
via´veis verificando se sa˜o invariantes pelas transformac¸o˜es de Galileu. Na sequeˆncia,
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formalizar como diferenc¸a das ordenadas dos pontos e introduzir a notac¸a˜o δAB para
a distaˆncia especial entre os pontos A e B e d(A,B) = dAB para a distaˆncia ordina´ria
entre A e B.
No Final desta sec¸a˜o, o professor deve reforc¸ar a ideia de uma geometria
na˜o euclidiana, denominada geometria de Galileu, onde o cisalhamento e a translac¸a˜o
sa˜o isometrias pro´prias. O termo isometria pode na˜o ser compreendido pelos alunos,
desta forma, o professor deve adequar a linguagem fazendo uma ana´lise etimolo´gica do
termo isometria.
Atividade 3
O objetivo desta atividade e´ fazer com que os alunos percebam que a
translac¸a˜o preserva a distaˆncia nas duas geometrias. O professor deve reforc¸ar o
termo isometria e enfatizar que a transformac¸a˜o T composta pelo cisalhamento e pela
translac¸a˜o e´ uma isometria no plano de Galileu.
Atividade 4
Esta atividade e´ para fixac¸a˜o do ca´lculo de distaˆncias na geometria de Ga-
lileu. No segundo item, o aluno vai relacionar os lados de um triaˆngulo na geometria
galileana e concluir que a igualdade obtida na˜o e´ va´lida na euclidiana. Na mediac¸a˜o,
o professor deve fazer os alunos abordarem a desigualdade triangular.
6.10.2 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.2 - Medida de aˆngulo
As atividades desta sec¸a˜o visam o estudo do aˆngulo entre duas retas or-
dina´rias (na˜o verticais) e dos triaˆngulos na geometria de Galileu.
Atividade 5
Os dois itens desta atividade va˜o nortear os alunos para a definic¸a˜o de
aˆngulo nesta nova geometria. As coordenadas do ponto A de intersec¸a˜o das duas
retas r1 e r2 podem ser obtidas graficamente ou algebricamente resolvendo-se o sistema
formado pelas duas equac¸o˜es.
Atividade 6
No item 1, caso alguns alunos utilizem a re´gua para medir a distaˆncia espe-
cial δBC , o professor pode solicitar que determinem a distaˆncia calculando a diferenc¸a
das ordenadas e vice-versa. O item 2 pede a diferenc¸a entre as declividades k2 e k1
das retas r2 e r1; se necessa´rio o professor pode aproveitar para recordar o conceito
de declividade (coeficiente angular) da reta e como efetuar o seu ca´lculo. O pro´ximo
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item solicita a comparac¸a˜o dos resultados; caso estes na˜o sejam iguais, o professor deve
indagar por que sa˜o diferentes, se devem ser iguais e, se for o caso, como corrigir. O
objetivo do item 4 e´ fixar o processo do ca´lculo da medida do aˆngulo entre duas retas.
Atividade 7
O objetivo do primeiro item e´ verificar que o aˆngulo e´ preservado sob o
cisalhamento. O ca´lculo de k′1− k′2 pode ser efetuado de va´rias formas. Caso os alunos
apresentem dificuldades, o professor pode mediar a obtenc¸a˜o das imagens de r1 e r2
pelo cisalhamento; por exemplo, para r1 temos y = −x+ 5. Aplicando{
x′ = x
y′ = 2x+ y,
temos y′ = 2x′ + (−x′ + 5) = x′ + 5, logo k′1 = 1. Da mesma forma o aluno descobre
o valor de k′2 e verifica a invariaˆncia do aˆngulo sob o cisalhamento. Outra maneira
bem simples e´ obter A′, imagem de A do item 1 da atividade 4. Como os pontos de
intersec¸a˜o das retas r1 e r2 com o eixo Oy sa˜o mantidos pelo cisalhamento, o aluno pode
utilizar estes pontos e calcular k′1 e k
′
2. A definic¸a˜o de aˆngulo pode ser feita utilizando
a distaˆncia especial. Para descrever um procedimento de medic¸a˜o, o aluno pode citar
a diferenc¸a entre as declividades ou mencionar o item 2 da atividade 5
Atividade 8
Esta atividade deve conduzir o aluno a` descoberta da relac¸a˜o entre os
aˆngulos de um triaˆngulo. Apo´s marcar os pontos A, B e C e trac¸ar as retas r1, r2
e r3, ao inve´s de utilizar a re´gua para medir os aˆngulos, o professor pode sugerir que
os alunos utilizem os conhecimentos de geometria anal´ıtica para descobrir os valores
com precisa˜o. No item 4, o aluno deve concluir que Â = B̂ + Ĉ. O professor deve
questionar se este resultado vale para qualquer triaˆngulo na geometria de Galileu e se
seria poss´ıvel na euclidiana.
Atividade 9
Nesta atividade os alunos descobrira˜o que na geometria de Galileu as treˆs
bissetrizes de um triaˆngulo na˜o se intersectam em um u´nico ponto como na geometria
euclidiana. No item 1, o uso do compasso para determinar os pontos me´dios dos
segmentos cujos comprimentos determinam os aˆngulos, pode ser substitu´ıdo pelo uso
da re´gua. O teorema de Cevas garante este u´nico ponto na geometria euclidiana.
Na conclusa˜o desta sec¸a˜o, o professor deve fazer alguns questionamentos sobre retas
perpendiculares e a na˜o existeˆncia de triaˆngulos equila´teros e retaˆngulos na geometria
de Galileu.
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6.10.3 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.3 - Circunfereˆncia
Primeiramente apresentamos a definic¸a˜o de circunfereˆncia, sem nos refe-
rirmos a` curva que iremos estudar. O objetivo e´ que os alunos verifiquem nas duas
geometrias a curva que representa esta definic¸a˜o.
Atividade 10
No primeiro item os alunos trac¸ara˜o a circunfereˆncia euclidiana Γ e no
segundo a circunfereˆncia galileana S, representada por um par de retas especiais. Neste
momento, o professor pode reforc¸ar o que sa˜o retas especiais(verticais) e ordina´rias (na˜o
verticais). Apo´s definir circunfereˆncia, o u´ltimo item trabalha a questa˜o do centro da
circunfereˆncia nas duas geometrias. Na geometria euclidiana este ponto e´ u´nico, mas
na galileana na˜o. Na realidade, o professor deve fazer os alunos observarem que existem
infinitos pontos centrais e que eles esta˜o sobre uma reta especial a uma mesma distaˆncia
das retas que formam S.
Na mediac¸a˜o, vale a pena o professor reforc¸ar que os alunos esta˜o traba-
lhando com duas geometrias distintas. E´ poss´ıvel propor um debate questionando: ate´
onde a geometria euclidiana permite uma visa˜o correta do mundo?
As atividades 11, 12 e 13 se enquadram no aˆmbito da geometria euclidiana.
Elas teˆm como objetivo a construc¸a˜o da circunfereˆncia utilizando o conceito de arco
capaz. Para isso, o professor deve estar ciente da seguinte definic¸a˜o:
Uma circunfereˆncia e´ o conjunto de pontos a partir dos quais um segmento AB e´ visto
sob aˆngulo α com medida e orientac¸a˜o constantes.
Atividade 11
No item 1 o professor pode proceder da seguinte forma:
• Pec¸a aos alunos que tracem um aˆngulo α qualquer no papel vegetal e, em seguida,
um segmento AB qualquer numa folha branca;
• Coloque o papel vegetal sobre a folha branca de modo que os extremos A e B do
segmento pertenc¸am aos lados do aˆngulo α;
• Utilize (com cuidado) a ponta seca do compasso sobre o ve´rtice do aˆngulo α para
marcar o ponto na folha branca;
• Repita o procedimento anterior algumas vezes, sempre atento para que os extre-
mos A e B do segmento pertenc¸am aos lados do aˆngulo α;
• Para concluir, utilize la´pis ou caneta para realc¸ar os pontos marcados com a
ponta do compasso.
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No item 2, ao ligar os pontos, muitos alunos suspeitara˜o que estes pertencem ao arco de
circunfereˆncia
_
AB. Para mediar a construc¸a˜o com re´gua e compasso, pec¸a aos alunos
que escolham um dos pontos marcados e procedam como se fossem construir uma
circunfereˆncia passando por A, B e pelo ponto escolhido. Ao responder negativamente





Figura 6.1: Arco capaz do aˆngulo α.
Caso usem o outro arco (do suplementar), o professor deve peguntar se o
aˆngulo e´ α.
Atividade 12
Uma justificativa para a construc¸a˜o do arco capaz do aˆngulo α = B̂AX e´ a
seguinte:
O centro O da circunfereˆncia que conte´m o arco pertence a` mediatriz m do segmento
AB. Seja p a reta perpendicular a AX em A, assim {O} = m ∩ p. Mas AO = BO
e B̂AO ∼= ÂBO = pi2 − α, pois o triaˆngulo 4AOB e´ iso´sceles. Segue enta˜o que o




O aluno deve ter a liberdade de escolher como construir o arco capaz. Se
necessa´rio, uma forma de construir com re´gua e compasso o arco capaz do aˆngulo
α = B̂AX dado, sobre o segmento AB dado, basta seguir os seguintes passos [19]:
• Trace a mediatriz de AB.
• Trace a semirreta
−→
AX tal que α = B̂AX.
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• A intersec¸a˜o de
−→
AY com a mediatriz, e´ o ponto O, centro do arco capaz. Com
centro em O desenhe o arco AB
Para obter o centro O′ do segundo arco, basta trac¸ar uma circunfereˆncia com
centro em A e raio AO. O centro O′ sera´ o ponto de intersec¸a˜o desta circunfereˆncia
com a mediatriz de AB.
Atividade 13
Ao trac¸ar na mesma construc¸a˜o os arcos capazes de dois aˆngulos suplemen-
tares, os alunos notara˜o que estes arcos parecem estar contidos numa mesma circun-
fereˆncia euclidiana. Caso julgue necessa´rio, o professor pode demonstrar o teorema
do quadrila´tero inscrit´ıvel, que sera´ utilizado para justificar a relac¸a˜o do item 2. No
terceiro item, atenc¸a˜o com a orientac¸a˜o, conforme ilustra a figura 6.2.
 
 
Figura 6.2: Orientac¸a˜o do aˆngulo α.
O aˆngulo α tem orientac¸a˜o anti-hora´ria e 180◦ − α tem orientac¸a˜o hora´ria.
Impondo a condic¸a˜o de que o aˆngulo α tenha sempre a mesma orientac¸a˜o, todos os
pontos da circunfereˆncia enxergara˜o o segmento AB sob este aˆngulo.
6.10.4 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.4 - Ciclo
A Primeira definic¸a˜o de circunfereˆncia, dada como o lugar geome´trico dos
pontos que esta˜o a uma mesma distaˆncia r de um ponto Q, leva a um par de retas
especiais S, chamadas de circunfereˆncia de Galileu. A segunda definic¸a˜o de circun-
fereˆncia, dada pelo conjunto de pontos a partir dos quais um segmento AB e´ visto sob
o aˆngulo α com medida e orientac¸a˜o constantes, gera na geometria de Galileu uma
curva chamada de ciclo. Esta curva e´ equivalente a` para´bola na geometria euclidiana.
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Atividade 14
A partir do conceito de aˆngulo definido na geometria de Galileu, os alunos
devem trac¸ar os pontos que enxergam o segmento ordina´rio AB sob um aˆngulo α de
sua escolha. Para isso os alunos receberam um kit de madeira, cujas imagens esta˜o
em anexo. Espera-se que os alunos consigam identificar os objetos essenciais para a
construc¸a˜o de um aˆngulo na geometria de Galileu, ou seja, que eles identifiquem que
devemos ter dois segmentos de comprimentos invariantes: um sendo a base e o outro
sendo a altura de um triaˆngulo. O professor deve questionar se e´ sempre poss´ıvel achar
um triaˆngulo de base (paralela ao eixo Oy) e altura fixas tal que os prolongamentos de
dois de seus lados passem pelos pontos dados A e B?
Utilizando o kit os alunos devera˜o conseguir observar que a base do triaˆngulo
esta´ sempre numa direc¸a˜o paralela ao eixo Oy. Como a medida de um aˆngulo nada
mais e´ do que o comprimento da base de um triaˆngulo de altura fixa, este kit permite
a obtenc¸a˜o dos triaˆngulos que satisfazem esses requisitos de forma dinaˆmica e, dessa
forma, os pontos que enxergam o segmento ordina´rio AB dado sob o aˆngulo α dado.
Atividade 15
Esta atividade e´ composta de um roteiro para a deduc¸a˜o da equac¸a˜o do
ciclo na geometria de Galileu. Ao final, o alundo devera´ concluir que o ciclo Z equivale
a uma para´bola da geometria euclidiana. Desenvolvendo corretamente os ca´lculos, o





b2 − a2 − α(b1 + a1)
b1 − a1 x+
αa1b1 + b1a2 − b− 2a1
b1 − a1 .
No item 3, b1 − a1 sera´ diferente de zero, pois AB e´ um segmento ordina´rio. Para
escrever a equac¸a˜o na forma y = ax2 + 2bx+ c, temos
a =
α
b1 − a1 ,
2b =
b2 − a2 − α(b1 + a1)
b1 − a1 ,
c =
αa1b1 + b1a2 − b− 2a1
b1 − a1 .
Atividade 16
O objetivo desta atividade e´ verificar algumas propriedades do ciclo Z. Para
auxiliar o aluno na soluc¸a˜o do primeiro item, o professor deve observar que a equac¸a˜o
da reta que passa por P (2, 0) e´ da forma y = k(x − 2), onde k e´ a declividade. O
aluno deve perceber que ele tem que resolver um sistema de equac¸o˜es. Ao substituir
a equac¸a˜o da reta na equac¸a˜o dada para o ciclo Z, obte´m-se apo´s as manipulac¸o˜es,
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uma expressa˜o do tipo x2 − (6 + 2k)x + 12 + 4k = 0. Como queremos que a reta seja
tangente, enta˜o teremos um u´nico ponto de intersec¸a˜o com Z, logo o discriminante
∆ = b2 − 4ac da equac¸a˜o quadra´tica deve ser nulo. Desta forma obtemos k1 = 1 e
k2 = −3. Portanto as equac¸o˜es de t1 e t2 sa˜o y + 3x = 6 e y − x = −2.
No item 2, temos A(0, 6) e B(4, 2), obtidos pela substituic¸a˜o direta das
equac¸o˜es de t1 e t2 na equac¸a˜o de Z. O aˆngulo ÂCB pode ser medido com a re´gua ou
obtido pela diferenc¸a das declividades de BC e AC. No quarto item, o aluno devera´
obter um aˆngulo ÂDB congruente ao aˆngulo ÂCB. Para concluir a atividade 16, as
medidas dos aˆngulos P̂AB e P̂BA devem ser iguais. Estes valores tambe´m podem ser
obtidos com o uso da re´gua ou com a diferenc¸a das declividades.
Atividade 17
No primeiro item, o triaˆngulo 4PAB e´ iso´sceles, pois P̂AB ∼= P̂BA. No
item seguinte como as abscissas de M e P sa˜o iguais, a reta sera´ especial. Para concluir
a atividade, diferentemente do que ocorre na geometria euclidiana, na geometria de
Galileu a altura PM do triaˆngulo iso´sceles 4PAB na˜o coincide com a bissetriz de
ÂPB. Para que os alunos notem esta diferenc¸a, e´ importante que trac¸am um triaˆngulo
iso´sceles e a bissetriz do aˆngulo no ve´rtice.
6.10.5 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.5 - Rotac¸a˜o c´ıclica
Nesta sec¸a˜o estudaremos a transformac¸a˜o denominada rotac¸a˜o c´ıclica. As
atividades levara˜o os alunos a conhecerem esta transformac¸a˜o de forma gradativa.
Atividade 18
Provavelmente nesta atividade o professor na˜o precisara´ intervir, apenas
verificar se os alunos esta˜o desenvolvendo os itens de forma correta. Para facilitar a
posic¸a˜o do desenho, sugerir que tracem o eixo Ox no papel quadriculado a uns 15cm
da borda superior.
Atividade 19
Nesta atividade, apo´s os ca´lculos e as marcac¸o˜es corretas, os alunos devem
notar que y′ = x′2, portanto A′ ∈ Z e que a distaˆncia (Galileu) entre A e A′ e´ igual a`
quantia transladada x′−x = 3
2
. Para concluir, o professor deve chamar a atenc¸a˜o para
o fato de A′ ser imagem de A por uma composta de duas transformac¸o˜es.
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Atividade 20
O objetivo desta atividade e´ que o aluno escreva a rotac¸a˜o c´ıclica de forma
direta, sem a necessidade de fazer o cisalhamento e na sequeˆncia a translac¸a˜o. No item
1, a transformac¸a˜o T composta pelo cisalhamento e a translac¸a˜o e´ dada por{
x′ = x+ 3
2
y′ = y + 3x+ 9
4
.
O item seguinte verificara´ se a transformac¸a˜o T obtida esta´ levando o ponto P ∈ Z
em outro ponto P ′ ∈ Z. Nos itens 3 e 4 o aluno devera´ observar que a transformac¸a˜o
T leva o ciclo em si pro´prio e a partir da´ı escrever uma definic¸a˜o para rotac¸a˜o c´ıclica.
Atividade 21
As distaˆncias solicitadas nos itens 1 e 3 podem ser calculadas a partir da
definic¸a˜o ou diretamente da marcac¸a˜o no papel quadriculado. A equac¸a˜o y = 1
2
x2 do
ciclo pode ser obtida atrave´s da soluc¸a˜o de um sistema de equac¸o˜es. Para montar o
sistema basta substituir os pontos na equac¸a˜o do ciclo.
Atividade 22
No item 1, o aluno deve obter B1(1,−12) como imagem de B pelo cisalha-
mento {
x1 = x
y1 = y − x.
No segundo item, para obter a expressa˜o da rotac¸a˜o, fazemos a translac¸a˜o x
′ − x1 = −1
y′ − y1 = 1
2
do ponto B1, obtido no item anterior, para a origem. Agora substitu´ımos x1 e y1 no
cisalhamento, chegamos a  x
′ = x− 1
y′ = y − x+ 1
2
que e´ a rotac¸a˜o c´ıclica desejada. Para melhor compreensa˜o, o professor na sua mediac¸a˜o
deve solicitar aos alunos que tracem o ciclo e marquem estes pontos. Utilizando a
rotac¸a˜o obtida chegamos a A′(−3, 9
2
) e B′(2, 2).
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Atividade 23
Apo´s trac¸ar corretamente o ciclo e os triaˆngulos 4ABC e 4A′B′C ′, utili-
zando as declividades para calcular os aˆngulos destes triaˆngulos e a malha quadricu-
lada do papel para medir os lados, o aluno devera´ notar que os aˆngulos e os lados dos
triaˆngulos sa˜o preservados pela rotac¸a˜o c´ıclica. No u´ltimo item, ele devera´ observar










Analogamente no triaˆngulo 4A′B′C ′. Ao finalizar esta sec¸a˜o, o professor podera´ de-
bater com os alunos sobre a orientac¸a˜o da rotac¸a˜o c´ıclica de acordo com o sinal do
coeficiente v do cisalhamento. E´ importante que o professor fac¸a os alunos generaliza-
rem o resultado que foi obtido de um exemplo particular.
6.10.6 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.6 - Poteˆncia de um ponto em
relac¸a˜o a uma circunfereˆncia euclidiana
O objetivo das atividades desta sec¸a˜o e´ estudar a poteˆncia de um ponto
em relac¸a˜o a uma circunfereˆncia euclidiana. Na pro´xima sec¸a˜o, estes resultados sera˜o
estendidos a` geometria de Galileu.
Atividade 24
Ao concluir esta atividade o aluno devera´ perceber que o produto PA ·PB,
independe da reta que passa por P . No item 3, o aluno podera´ fazer as comparac¸o˜es
com uma re´gua ou utilizando o papel vegetal. A segunda opc¸a˜o favorece a visualizac¸a˜o
da semelhanc¸a entre os triaˆngulos 4PAD e 4PCB, procedendo da seguinte maneira:
• Coloque o papel vegetal sobre os trac¸os obtidos nos itens 1 e 2 e trace o triaˆngulo
4PAvDv, onde Av e Dv indicam as marcac¸o˜es dos pontos A e D sobre o papel
vegetal.
• Ponha o ve´rtice P marcado no papel vegetal sobre o ponto P trac¸ado na folha
branca, de modo que PD fique sobre PB e PA sobre PC. Pode ser que seja ao
contra´rio, dependendo de como foram marcados os pontos A, B, C e D sobre a
circunfereˆncia.
Ao realizar o procedimento, o aluno notara´ que parece que AvDv ‖ BC. Da´ı podera´
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No quinto item, o aluno trac¸ara´ uma reta q passando por P e intersectando Γ nos
pontos E e F . Utilizando a proporc¸a˜o obtida da semelhanc¸a dos triaˆngulos do item
anterior, podera´ concluir que
PA.PB = PC.PD = PE.PF .
Para finalizar a atividade, o professor devera´ auxiliar o aluno a enunciar o teorema
das secantes: Se por um ponto P exterior a` circunfereˆncia Γ trac¸a-se duas secantes
que intersectam Γ em A, B, C e D, respectivamente, enta˜o vale a relac¸a˜o PA.PB =
PC.PD. E da´ı formalizar sua demonstrac¸a˜o utilizando a semelhanc¸a de triaˆngulos e
o teorema do quadrila´tero inscrit´ıvel, ou as propriedades do arco capaz de um aˆngulo
sobre um segmento(corda).
Atividade 25
Nos dois primeiros itens os alunos podera˜o proceder de forma ana´loga a`
atividade anterior. Apo´s verificar que quando P e´ interior a` circunfereˆncia Γ, tambe´m
vale PA.PB = PC · PD, o aluno devera´ observar no terceiro item que PA.PB e´
positivo se P e´ exterior a` circunfereˆncia e negativo se interior e concluir que PA.PB e´
nulo se P ∈ Γ.
No te´rmino dessa atividade o professor podera´ chamar o produto PA.PB
de poteˆncia do ponto P em relac¸a˜o a` circunfereˆncia Γ.
Atividade 26
No item 1, os alunos precisam determinar que Pot(P ) = PT
2
. O professor
pode iniciar solicitando que os alunos ilustrem a situac¸a˜o, conforme figura 6.3.
 
 
Figura 6.3: Relac¸a˜o secante-tangente.
Para mostrar que os triaˆngulos 4PAT e 4PTB sa˜o semelhantes, talvez
seja necessa´rio mostrar antes que o aˆngulo B̂TP , chamado de aˆngulo de segmento,
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equivale a` metade do aˆngulo central correspondente ou metade da medida do arco
_
AB
correspondente. Como o aˆngulo P̂AT e´ inscrito, logo B̂TP ∼= P̂AT . O aˆngulo ÂPT




No item 2, o professor pode iniciar solicitando aos alunos que ilustrem a
situac¸a˜o, dando a liberdade de escolha do ponto P no interior ou exterior da circun-
fereˆncia, mas ressaltando que a reta deve passar por P e por O. O resultado decorre
diretamente de PA = d− r e PB = d+ r.
Atividade 27
No item 1, o professor pode sugerir que a reta que passa por P intersecte a
circunfereˆncia em pontos mais simples, como por exemplo, B(−5, 0). Para os ca´lculos
de PA e de PB utilizando os conhecimentos da geometria anal´ıtica, o uso da calculadora
pode acelerar o processo. Tanto no item 2 quanto no 3, a poteˆncia sera´ a mesma,
Pot(P ) = 33. Para justificar, basta considerar a reta que passa por P (x0, y0) e pelo
centro O(a, b) da circunfereˆncia Γ, assim temos que
PotΓ(P ) = d
2 − r2
= (x0 − a)2 + (y0 − b)2 − r2.
Como a equac¸a˜o da circunfereˆncia Γ e´
(x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0,
segue que a poteˆncia de P (x0, y0) em relac¸a˜o a` Γ e´ obtida substituindo-se x e y no lado
esquerdo da equac¸a˜o de Γ, pelas coordenadas x0 e y0 de P . Para concluir a atividade,
o conjunto de todos os pontos P que possuem a mesma poteˆncia Pot(P ) = 33 sera´
dado por (x − a)2 + (y − b)2 − r2 = x2 + y2 − 25 = 33, ou seja, uma circunfereˆncia
centrada na origem e com raio
√
58.
6.10.7 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.7 - Poteˆncia de um ponto em
relac¸a˜o a um ciclo
As atividades desta sec¸a˜o teˆm como objetivo trabalhar a poteˆncia de um
ponto em relac¸a˜o a um ciclo na geometria de Galileu.
Atividade 28
Nos itens 1 e 2 o professor precisa apenas acompanhar os alunos para ve-
rificar se esta˜o realizando as atividades de forma correta. Nos itens 3 e 4, os alunos
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obtera˜o a mesma poteˆncia Pot(P ) = 4. Para explicar o item 4, sejam Z um ciclo de
equac¸a˜o ax2 + 2b1x+ 2b2y+ c = 0 , l uma reta de equac¸a˜o y− y0 = k(x−x0) que passa
por P (x0, y0) e A(x1, y1) e B(x2, y2) os pontos de intersec¸a˜o de l com Z. A poteˆncia
de P em relac¸a˜o ao ciclo Z e´ dada por
PotZ(P ) = PA · PB
= (x1 − x0)(x2 − x0)
= x0
2 − (x1 + x2)x0 + x1.x2.
Substituindo a equac¸a˜o da reta l
y = kx+ (y0 − kx0)
na equac¸a˜o do ciclo Z, temos
x2 + 2(b1 + b2k)x+ [2b2(y0 − kx0) + c] = 0.
Mas
−2(b1 + b2k) = x1 + x2 e 2b2(y0 − kx0) + c = x1.x2,
pois x1 e x2 sa˜o as ra´ızes, ja´ que A e B esta˜o sobre Z . Logo segue que
PotZ(P ) = x02 + 2(b1 + b2k) + 2b2(y0 − kx0) + c
= x0
2 + 2b1x0 + 2b2kx0 + 2b2y0 − 2b2kx0 + c
= x0
2 + 2b1x0 + 2b2y0 + c.
Portanto, a poteˆncia de um ponto P em relac¸a˜o ao ciclo Z e´ obtida substituindo-se os
valores de x e y no lado esquerdo da equac¸a˜o de Z pelas coordenadas (x0, y0) de P .
Atividade 29
Como P (0, 0), logo a reta que passa por P tem equac¸a˜o do tipo y = kx.
Substitua esta equac¸a˜o na equac¸a˜o do ciclo. Da equac¸a˜o obtida, imponha b2 − 4ac =
0, pois queremos que o ponto de intersec¸a˜o seja u´nico. Assim, teremos duas retas
tangentes ao ciclo passando por P . Suas equac¸o˜es sera˜o y = −3x e y = x e os pontos
de tangeˆncia sera˜o T1(2, 2) e T2(−2, 6). O aluno podera´ concluir que Pot(P ) = d(P, T )2.
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6.10.8 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.8 - Inversa˜o na circunfereˆncia
euclidiana
Objetivo dessa sec¸a˜o e´ introduzir a inversa˜o na circunfereˆncia euclidiana
atrave´s das representac¸o˜es geome´trica e alge´brica.
Atividade 30
Nesta atividade o aluno devera´ construir com re´gua e compasso, o ponto P ′,
imagem de P pela inversa˜o na circunfereˆncia euclidiana Γ . Considerando o ponto P no
interior de Γ, os treˆs primeiros itens da˜o as instruc¸o˜es para a construc¸a˜o. Para justificar,
o aluno devera´ usar a semelhanc¸a dos triaˆngulos 4OPT1 e 4OT1P ′. Finalizando a
atividade, como P e´ interior, o ponto P ′ na˜o pode ser interior, pois, seria imposs´ıvel
na geometria euclidiana termos OP < r, OP ′ < r e OP.OP ′ = r2.
Atividade 31
Os treˆs primeiros itens desta atividade da˜o as instruc¸o˜es para a construc¸a˜o
do ponto P ′, inverso de P , com P no exterior de Γ. Apo´s a construc¸a˜o, conforme ilustra
a figura 6.4, o professor deve fazer os alunos perceberem que os triaˆngulos 4POT1 e
4T1OP ′ sa˜o iso´sceles com o aˆngulo da base P̂OT1 comum. Desta forma, os triaˆngulos
4POT1 e 4T1OP ′ sa˜o semelhantes. No u´ltimo item, os alunos devem concluir que se
P ∈ Γ enta˜o P = P ′.
 
Figura 6.4: O inverso P ′ do ponto P exterior a Γ.
Atividade 32
No item 1, caso ache necessa´rio, o professor pode sugerir que o ponto A seja
externo e o ponto B seja interno para fixar as construc¸o˜es da atividade anterior. Neste
caso, a construc¸a˜o seria conforme ilustra a figura 6.5.
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Figura 6.5: Os triaˆngulos 4OB′A′ e 4OAB sa˜o semelhantes.
Aplicando a definic¸a˜o de inversa˜o na circunfereˆncia, temosOA.OA′ = OB.OB′.
Da proporcionalidade dos lados, conclui-se que os triaˆngulos 4OB′A′ e 4OAB sa˜o se-
melhantes, ja´ que o aˆngulo em O e´ comum.
As pro´ximas atividades desta sec¸a˜o, trabalhara˜o a inversa˜o na circunfereˆncia
euclidiana de forma anal´ıtica.
Atividade 33
Para determinar as coordenadas de P ′ pela inversa˜o na circunfereˆncia, o
professor podera´ auxiliar os alunos, procedendo da seguinte maneira:
• Mostrando que P (x, y) e P ′(x′, y′) esta˜o sobre a mesma semirreta
−→
OP , logo
P ′(x′, y′) = P ′(λx, λy).






42 = (x2 + y2)λ.








Onde x e y sa˜o as coordenadas do ponto P escolhido pelos alunos.
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Para concluir a atividade, os alunos devem observar que, as imagens de todos os pontos
de uma reta que passa pelo centro da circunfereˆncia, pertencem a esta mesma reta.
Portanto o inverso de uma reta que passa pelo centro O esta´ contido na pro´pria reta.
Atividade 34
Os itens 1 e 2 podem ser desenvolvidos procedendo-se como na atividade
anterior. No item 3, o professor pode comec¸ar recordando que se duas retas l e p
sa˜o perpendiculares, enta˜o o produto de suas declividades vale −1. O professor deve
fazer questionamentos cujas respostas levem os alunos a`s concluso˜es desejadas. Para
descobrir as coordenadas de P , os alunos podem proceder da seguinte maneira:
• Obtenha a declividade kl da reta l que passa por A e B.
• Escreva a equac¸a˜o da reta perpendicular a` reta l que passa por O.
• Resolva o sistema formado pelas equac¸o˜es da reta l e da perpendicular para obter
as coordenadas de P .

















Figura 6.6: A imagem de uma reta que na˜o passa pelo centro da circunfereˆncia de
inversa˜o.
Outra forma de proceder e´ considerar a semelhanc¸a entre os triaˆngulos
4OPQ e 4OP ′Q′, sua imagem pela inversa˜o. O aˆngulo ÔPQ e´ congruente ao aˆngulo
ÔQ′P ′; logo, se ÔPQ e´ reto, ÔQ′P ′ e´ reto e, dessa forma Q esta´ sobre a circunfereˆncia
de diaˆmetro OP ′. Resta mostrar que todo ponto desta circunfereˆncia e´ imagem de
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um ponto da reta; mas isso pode ser deixado de lado ou proposto aos alunos como
exerc´ıcio.
Na conclusa˜o do item 4, o professor deve reforc¸ar a propriedade do aˆngulo
reto inscrito na semicircunfereˆncia. Para escrever a equac¸a˜o da circunfereˆncia l′ pas-




) fazendo a intersec¸a˜o




OP ′. Determine o valor do raio OO′ e conclua que
(x− 8
5




e´ a equac¸a˜o da circunfereˆncia l′.
Atividade 35
Nesta atividade os alunos ira˜o obter a imagem l′ da reta l pela inversa˜o
na circunfereˆncia Γ, pela definic¸a˜o de inversa˜o. O primeiro item e´ uma recapitulac¸a˜o
dos procedimentos descritos na sugesta˜o da atividade 33. Para escrever a equac¸a˜o
de l′, imagem da reta l de equac¸a˜o 2x − y = 10, o professor pode sugerir o seguinte
procedimento:




, com r = 4.
• Como x = λx′ e y = λy′, substitua estes valores na equac¸a˜o da reta l, utilizando
o valor de λ obtido anteriormente.





Os alunos devera˜o observar que esta equac¸a˜o descreve uma circunfereˆncia. Quando
fizerem a comparac¸a˜o com a equac¸a˜o de l′ do item 5 da atividade 34, comprovara˜o que
se trata da mesma equac¸a˜o.
Outra possibilidade seria utilizar o resultado da atividade 34. Basta cons-
truir a reta t perpendicular a` reta l passando por O; achar a imagem P ′ da intersec¸a˜o
de t com l e encontrar o ponto me´dio de OP ′ para trac¸ar a circunfereˆncia imagem. Isso
pode ser feito analiticamente ou com re´gua e compasso.
No u´ltimo item, os alunos devera˜o fazer a observac¸a˜o de que a imagem, pela
inversa˜o na circunfereˆncia, de uma reta que na˜o passa pela origem, e´ uma circunfereˆncia
que passa pela origem.
6.10.9 Mediac¸a˜o para a sec¸a˜o 6.9 - Inversa˜o no ciclo
As atividades desenvolvidas nesta sec¸a˜o fara˜o o estudo da inversa˜o no ciclo
de Galileu.
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Atividade 36
Apo´s o esboc¸o do ciclo no item 1, o segundo item descreve o procedimento
para a obtenc¸a˜o do inverso de um ponto P em relac¸a˜o ao ciclo Z. E´ importante que
o professor enfatize que, a distaˆncia especial entre o ponto e o ciclo e´ igual a` distaˆncia




Figura 6.7: Imagens de P , Q e R pela inversa˜o no ciclo Z.
Atividade 37
Nesta atividade, caso os alunos tenham du´vida se os treˆs pontos esta˜o ali-
nhados, o professor deve fazer os alunos observarem o que significa estes treˆs pontos
serem colineares e, a partir disso, tirarem suas concluso˜es de como verificar este fato.
Se os treˆs pontos na˜o sa˜o colineares, enta˜o para escrever a equac¸a˜o do ciclo sera´ ne-
cessa´rio montar um sistema envolvendo as coordenadas dos treˆs pontos e resolveˆ-lo
para descobrir os coeficientes da equac¸a˜o.
Atividade 38
Apo´s o esboc¸o do ciclo Z e da reta z, os alunos devera˜o observar que as
coordenadas do ponto P sa˜o (x, x − 3) e as de T sa˜o (x, 1
2
x2) e da´ı obter 1
2
x2 − x + 3
para a distaˆncia especial PT . No item 3, as coordenadas de P ′ sa˜o (x′ = x, y′), fazendo
PT = TP ′, os alunos chegara˜o a y′ = x′2− x′+ 3. Visto que esta equac¸a˜o descreve um
ciclo, o esboc¸o feito pelo aluno sera´ do tipo ilustrado na figura 6.8.
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Figura 6.8: Imagem da reta z pela inversa˜o no ciclo Z.
Concluindo a atividade, a curvatura de Z sera´ P = 1 e de z′ sera´ ρ′ = 2.
Atividade 39
Para auxiliar os alunos na realizac¸a˜o desta atividade e reforc¸ar o estudo de
inversa˜o no ciclo realizado na atividade anterior, o professor pode proceder da seguinte
forma:
• Solicite que tracem o ciclo Z e a reta w.
• Estimule para que descubram que as coordenadas de um ponto P qualquer, P ∈
w e de um ponto T ∈ Z, que estejam sobre uma mesma reta especial, sa˜o
P (x, 1− 2x) e T (x, 1
2
x2).
• Pec¸a que escrevam a expressa˜o da distaˆncia especial entre estes dois pontos.
• Finalmente pec¸a que descubram a expressa˜o para as coordenadas do ponto P ′(x′ =
x, y′), tal que a distaˆncia especial entre P e T seja a mesma que entre T e P ′.
Desta forma, chegara˜o a P ′(x′, x′2 + 2x′− 1). Ou seja, y′ = x′2 + 2x′− 1 e´ a equac¸a˜o de
um ciclo w′, imagem da reta w pela inversa˜o no ciclo Z. Veja o esboc¸o na figura 6.9.
123
Cap´ıtulo 6. Proposta de atividades para a sala de aula
 
 
Figura 6.9: Imagem da reta ordina´ria w pela inversa˜o no ciclo Z.
No item 3, os alunos observara˜o que a curvatura de Z vale P = 1 e a de
w′ vale ρ′ = 2. Comparando com o item 5 da atividade 38, notara˜o que a curvatura
da imagem e´ o dobro da curvatura do ciclo de inversa˜o. Encerrando esta atividade, os
alunos podera˜o escrever a seguinte conjectura:
A imagem de uma reta ordina´ria, pela inversa˜o num ciclo Z, sera´ um ciclo com cur-
vatura igual ao dobro da curvatura do ciclo de inversa˜o Z. A redac¸a˜o dos alunos na˜o
precisa ser esta, mas o sentido deve ser o mesmo.
Atividade 40
O objetivo desta atividade e´ obter a imagem z′ de um ciclo z pela inversa˜o
no ciclo Z. O procedimento sera´ ana´logo ao das atividades 38 e 39. Os alunos devera˜o
considerar P ∈ z com coordenadas (x, x2 − x− 2) e T ∈ Z com coordenadas (x, 1
4
x2),
ambos na mesma reta especial m. Sendo P ′(x′ = x, y′) o inverso de P , fazendo PT =
TP ′, obtera˜o y′ = −1
2
x2+x+2. Logo a curva que passa pelos pontos P ′(x′,−1
2
x2+x+2)
sera´ o ciclo z′, imagem de z, pela inversa˜o em Z, conforme ilustrado na figura 6.10.
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Figura 6.10: Imagem do ciclo z pela inversa˜o no ciclo Z.
As curvaturas de Z, z e z′ sa˜o, respectivamente, P = 1
2
, ρ = 2 e ρ′ = −1.
Atividade 41
Aplicando a definic¸a˜o de inversa˜o no ciclo Z1, estudada nas atividades an-
teriores, os alunos descobrira˜o a imagem z′ de z, fazendo
1
2
x2 − y′ = x2 − x− 2− 1
2
x2,
como x = x′, chegara˜o a` equac¸a˜o y′ = x′ + 2 da reta z′. O esboc¸o esta´ apresentado na
figura 6.11.
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Figura 6.11: Imagem z′ do ciclo z pela inversa˜o no ciclo Z1.
As curvaturas de Z1 e z sa˜o P = 1 e ρ = 2. No item 5, a conjectura esperada
e´ equivalente a:
A imagem z′ de um ciclo z, pela inversa˜o no ciclo Z, sera´ uma reta se a curvatura de
z for o dobro da curvatura do ciclo de inversa˜o Z e sera´ um ciclo caso contra´rio.
No entanto, o professor deve ficar aberto a outras formulac¸o˜es. Ele deve deixar os alunos
cientes de que para fazer uma conjectura, eles devem argumentar em que aspectos os
resultados obtidos permitem um determinado enunciado. A generalizac¸a˜o, solicitada
no item 6, pode ser formulada da seguinte forma:
• Se z for uma reta, enta˜o sua imagem z′ pela inversa˜o no ciclo Z, sera´ um ciclo
de curvatura igual ao dobro de Z;
• Se z for um ciclo de curvatura igual ao dobro de Z, enta˜o sua a imagem z′ sera´
uma reta;




Neste trabalho apresentamos a Geometria de Galileu. Diferentemente de
Gauss, Bolyai e Lobachevsky, que haviam criado uma geometria na˜o euclidiana a par-
tir da negac¸a˜o do postulado das paralelas, esta geometria originou-se no estudo da
mecaˆnica, mais precisamente no princ´ıpio da relatividade de Galileu. Vimos que a
geometria de Galileu e´ representada por um grupo de isometrias geradas pelas trans-






= vx+ y + b.
Analisamos as propriedades invariantes por estas transformac¸o˜es.
Utilizamos um modelo cartesiano de forma que retas tenham expresso˜es
similares a`s expresso˜es adotadas no modelo cartesiano da geometria euclidiana. Mos-
tramos como e´ determinada a distaˆncia entre dois pontos e o aˆngulo entre duas retas
na geometria de Galileu. Fizemos a estruturac¸a˜o desse modelo geome´trico estudando
algumas propriedades e trac¸amos um paralelo com os ana´logos na geometria euclidiana.
A utilizac¸a˜o de um modelo cartesiano simplificou este estudo e permitiu uma melhor
compreensa˜o das diferenc¸as entre as duas geometrias.
Observamos que a para´bola, chamada de ciclo, faz o papel da circunfereˆncia
na geometria de Galileu. Da´ı estendemos o estudo da poteˆncia de um ponto em relac¸a˜o
a uma circunfereˆncia e o conceito de inversa˜o na circunfereˆncia para o ciclo de Galileu.
Aproveitando a oportunidade, mesclamos as construc¸o˜es geome´tricas com o estudo
anal´ıtico.
Com base no referencial teo´rico desenvolvido, elaboramos uma sequeˆncia
de atividades para serem aplicadas em sala de aula envolvendo as duas geometrias:
euclidiana e galileana. Para deixar mais claro o que se pretende com elas, inserimos su-
gesto˜es de como o professor deve proceder nas mediac¸o˜es das atividades. Como o estudo
de geometrias na˜o euclidianas reforc¸am o ensino da geometria euclidiana, esperamos
que estas atividades na˜o sejam vistas como uma simples curiosidade matema´tica e sim
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Considerac¸o˜es Finais
como uma oportunidade de desenvolvimento de habilidades de visualizac¸a˜o, desenho
e argumentac¸a˜o lo´gica, como indica os PCNEM (Paraˆmetros Curriculares Nacionais
para o Ensino Me´dio) [6].
A proposta de atividades apresentada ainda pode explorar questo˜es relaci-
onadas a` f´ısica, pol´ıgonos e a´reas. O estudo da geometria de Galileu na˜o se esgotou
neste trabalho. Para futuro estudo, seria interessante analisar os quadrila´teros e suas
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Segue as imagens do kit de madeira utilizado para trac¸ar o ciclo de Galileu
na atividade 14 do cap´ıtulo 6. Este kit e´ chamado de parabolator. Ele permite marcar
no plano o conjunto de pontos a partir dos quais um segmento AB e´ visto sob um
aˆngulo α com medida e orientac¸a˜o constantes.
 




Figura 6.13: Paleta alinhando os treˆs pontos.
 




Figura 6.15: Inversa˜o da paleta para marcar os pontos do outro ramo do ciclo.
 




Figura 6.17: Ciclo trac¸ado pelos pontos com o aux´ılio do geogebra.
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